


‚angew. 
‚d Mech. 


anstal 
u sein. 
1950 
\lecha 
schaft- 
ftliche 
einem 
rstand 
tehemd 
teılß- 
lises 
* drei- 
le der 
r des 
‚ wer- 
Kär- 
lt. Zu 
'erin 
° Aus- 
ISwert 
' von 
Vor- 
u lei- 
ıd zu 
3 der 
’)pp!| 
- Ber- 

und 
ühren 
schaft 
ıngen 
tock- 


b in 
e im 
war 
rech- 
ıntem 
der 
ieten 
» war 
für 
'eber 
Stu- 


Hlan- 
ı die 
ach- 


ASSiU- 
Ruf 
Prof 


\ ien 


ONO 
Vor- 

war, 
ehrt 








ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK UND MECHANIK 


INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 











Band 9 Dezember 1929 Heft 6 





Inhalt: 


Seite Seite 

An unsere Leser und Mitarbeiter . . . 2 2... Kurze Auszüge. Elastizität und Festigkeit . . 510 
Hauptaufsätze. F. Eliäs: Die Wärmeübertra- Kleine Mitteilungen. Westergaard: Gra- 
ung einer geheizten Platte an strömende Luft 434 phische Auflösung eines linearen Gleichungs- 

K. Huber: Versuche zur Ermittlung der Verti- DEE > 0 5 6 ee» ai 
kalspannungen beim Walzvorgang . . . . . 454 Buchbesprechungen. Eisenhart: Non-Rie- 
W.Spannhake und W. Barth: Potentialströ- mannian Geometry. — Bell: Algebraie Arith- 
mung durch ruliende oder bewegte Schaufel- metie. — Neugebauer: Astronomische Chro- 
eitter mit Schaufeln von beliebiger Form . . 466 nologie. — Lichtenstein: Grundlagen der 
Vorträge der Prager Versammlung der Gesellschaft Hydromechanik. — Schmidt: Aerodynamik 
für angewandte Mathematik und Mechanik, des Fluges. — Oberth: Wege zur Raum- 
von L.Föppl,M.Sadowsky,E.Schwerin, schiffahrt. — Glauert: Die Grundlagen der 
H.keißner,K.Karas,G.Zerkowitz,P.Ne- Tragflügel- und Luftschraubentheorie. — Preu- 


menyi, H. Schmidt, H.G. Küssner, K. Bische Staatsbibliothek: Mathematik und Natur 


Friedrichs, Th. Troller, J. Nikuralse, wissenschaften. Hatschek: Die Viskosität 
A, Busemann, J. Lotz, R. lIzeliseh, W. der Flüssirkeiten. Festschrift der Techni 
Sternberg, E. Tornier, F. Bernstein, schen Hochschule Stuttgart. Weiter einge 
A. Basch, M. Herzberger, W. Müller, gangene Bücher. ee ee 
K.Uller, F. Weinig, F.Noether. . . . . 480 Nachrichten De 2 Do) SU A A EI Se 





An unsere Leser und Mitarbeiter ! 


Mit dem nächsten Heft tritt unsere Zeitschrift in das zehnte Jahr ihres Be- 
standes. In dieser kurzen Zeit hat sie sich unbestrittenes und wohlbegründetes An- 
sehen in allen wissenschaftlichen Kreisen des In- und Auslandes erworben. 

Der ständig wachsende Zugang an Beiträgen, die der Veröffentlichung wert 
schienen, veranlaßte die Schriftleitung schon vor längerer Zeit, beim Verlag eine 
Vermehrung des Umfangs zu beantragen. Der Verlag hat in dankenswerter Weise 
dem zugestimmt, so daß vom neuen Jahrgang ab der Band 40 Druckbogen an Stelle 
von 32 umfassen wird. Der Bezugspreis ist dabei nur im Verhältnis der Umfangs- 
steigerung erhöht worden (jetziger Preis Mk. 30.— jährlich); dies wird, wie wir hoffen, 
die Billigung der Abnehmer finden. 

An dem Programm der Zeitschrift, an der Stoffabgrenzung und an dem wissen- 
schaftlichen Niveau der Beiträge wird nichts geändert. Nach wie vor soll jedes 
wesentliche Forschungsergebnis auf dem Gebiete der Mechanik, der Wärme-, der 
Elektrizitätslehre, der Statistik usf., das aus wissenschaftlicher Vertiefung in den 
Gegenstand hervorgegangen ist und für den Fortschritt der Technik nutzbringend zu 
sein scheint, Aufnahme finden. Einen Unterschied zwischen experimentellen und sog. 
rein theoretischen Arbeiten machen wir nicht, so wenig wie irgendeine physikalische 
Zeitschrift ihn kennt. Denn jede theoretische Untersuchung beruht in letzter Linie 
auf einer bestimmten Erfahrungsgrundlage und keine Beobachtungsreihe ist von Wert, 
wenn sie nicht von theoretischen Gesichtspunkten geleitet wird. Wir wiederholen den 
Satz aus unserm an der Spitze des dritten Bandes veröffentlichten Programm: 
„Einen Zerfall der Ingenieurwissenschaften in einen experimentellen 
und einen theoretischen Teil halten wir für schädlich, und es soll 
gerade ein Ziel unserer Zeitschrift sein, dem entgegenzuwirken.” 


Der Herausgeber. 


Berlin, im Dezember 1929. 
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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Wärmeübertragung einer geheizten Platte 
an strömende Luft. 
I. Anlage und Ergebnisse der Versuche. 
Von FRANZ ELIAS in Berlin. 


(Aus dem Aerodynamischen Institut der Technischen Hochschule in Aachen.) 





1. Einleitung. Die neuesten Ergebnisse der theoretischen und der experimentellen 
Hydrodynamik haben”zu der Erkenntnis geführt, daß die für die Reibung und die Wärme- 
übertragung maßgebenden Strömungsvorgänge in Flüssigkeiten und in Gasen entlang 
fester Körper sich nur auf eine ziemlich dünne Schicht, die »hydrodynamische Grenz- 
schicht«, beschränken. Durch diese Fortschritte wurde zunächst die Erkenntnis der 


Reibungsvorgänge strö- 
IV u mender Flüssigkeiten und 
Fr} Pin - Gase gefördert!), Durch 


weiteren Ausbau der ge- 
fundenen Ergebnisse wur- 
den die grundlegenden 
IM Erscheinungen der Wärme- 
A | übertragung bei Strömungs- 
| vorgängen klargelegt. 
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Die Wärmeübertragung 
| | in strömenden Flüssigkei- 
MIN o | Ho er -, ten erfolgt durch Wärme- 
| leitung und durch Wärme- 
konvektion. Da die Flüs- 
sigkeit an der Wand haftet, 
so muß die Wärme zwi- 

| schen dieser Schicht und 
| dem festen Körper analog 
wie zwischen zwei festen 
| Gumm Körpern durch Wärme- 
L LU I leitung übergehen. Diese 
Z Annahme bestätigt der 
' Umstand, daß an der Tren- 
nnngsfläche einer Flüssig- 
keit und eines festen Kör- 
pers genau so wie zwischen 
zwei festen Körpern kein 
Temperatursprung stattfin- 

Ab». 1. det?). Auch bei der Wär- 
meausbreitung in Flüssig- 
keiten handelt es sich um eine Art Wärmeleitung. Man unterscheidet in der physikali- 
schen Vorstellung und in der mathematischen Formulierung eine Wärmeleitung durch 
molekularen Wärmetransport und eine Wärmeübertragung durch »molare« Bewegung. 
Bei der laminaren Strömung ist eine Wärmeleitung durch die ungeordnete Mole- 
kularbewegung und eine Wärmeübertragung durch die geordnete Strömung entlang der 
Grenzschicht vorhanden. Bei turbulenter Strömung wird eine erhöhte Wärmeübertragung 
durch die auftretenden Schwankungsbewegungen in der Flüssigkeit verursacht, in der 
auch molare Teile als Wärmeträger mitwirken. Die molekulare Wärmeleitung und die 
Wärmekonvektion durch die Schwankungsbewegung kann man zusammengefaßt als »tur- 
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Maße in [cm] 


I) L. Prandtl, Verh. d. 3. Intern. Math. Kongr. in Heidelberg 1904, S. 484, Leipzig 1905. 

Th. v. Kärmän, Ueber laminare und turbulente Reibung, Abh. d. Aerodyn. Inst. d. Techn. Hoch- 
schule Aachen, Heft I, S. 1, siehe auch diese Zeitschr., 1921, S. 233. 

9), W. Nußelt, Der Wärmeübergang in Rohrleitungen. Habilitationsschrift Dresden. Berlin 1909. S.3. 
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bulente Wärmeleitung« bezeichnen. Eine unmittelbare Berechnung der turbulenten 
Wärmeleitung ist nicht möglich, da wir den Mechanismus der Schwankungsbewegung 
nicht kennen. Man kann indessen aus dem Maß der Reibung auf das Maß der Wärme- 
übertragung schließen, indem man annimmt, daß der zugrunde liegende Mechanismus der 
Impulsübertragung im ersten Fall der Wärmeübertragung im zweiten Falle identisch ist. 

Revnolds') hat auf 
dieser Grundlage aus der 
Widerstandszahl glatter Rohre 
auf die Wärmeübergangszahl 
geschlossen. Prandtl?) hat, 
angeregt durch die Ergeb- 
nisse der Nußeltschen Ar- 
beit (s. o.), gezeigt, daß unter 
gewissen Bedingungen ein 
direkter Analogieschluß vom 
Strömungswiderstand auf die 
Wärmeübertragung bei tur- 
bulenter Strömung erlaubt ist. 
v. Kärmän’°) hat die von 
Prandtl und ihm selbst ent- 
wickelten halbempirischen An- | 
sätze für die turbulente Rei- | Y 
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führt und so Differentialglei- 2. I i 
chungen für die turbulente J 

Maße ın [cm] 


Wärmeleitung aufgestellt. Auf 
Grund dieses Ansatzes ist es Abb. 2. 
möglich, die Wärmeübertra- 
gung in allen Fällen zu rechnen, in denen das Geschwindigkeitsfeld der turbulenten Strö- 
mung bekannt ist. Mit Hilfe des von v. Kärmän aufgestellten Ansatzes hat einer seiner 
Schüler, H. Latzko*), die turbulente Wärmeübertragung an einer Flüssigkeit errechnet, 
die durch ein Kreisrohr oder an einer ebenen Platte vorbeiströmt. 

Ueber die Wärmeabgabe zwischen einer ebenen Fläche und bewegter Luft sind 
mehrere experimentelle Arbeiten gemacht worden; diese beschränken sich indessen: auf 
summarische Messungen der abgegebenen Wärme?). 


2. Zweck der Versuche, Versuchseinrichtung. Vorliegende Arbeit hatte den 
Zweck, das Temperatur- und Strömungsfeld an einer geheizten ebenen Platte, welche sich 
in einem Luftstrom befindet, dessen Strömungsrichtung parallel zu ihr ist, experimentell 
zu ermitteln und daraus die Wärmeübertragung und die Reibung längs der Platte zu er 
rechnen, sowie die Versuchsergebnisse mit der mathematischen Theorie zu vergleichen. 

Um mit der Theorie vergleichbare Ergebnisse zu erhalten, sollte folgender Fall 
verwirklicht bzw. angenähert werden: 

a) zweidimensionale Strömung, 
b) konstante Plattentemperatur in der Strömungsrichtung. 


Um die zweidimensionale Strömung anzunähern, wurde eine verhältnismäßig breite 
Platte als Versuchsobjekt gewählt und Geschwindigkeit und Temperatur in der Mittelebene 
gemessen. Eine gewisse Schwierigkeit bestand darin, die Plattentemperatur über die 
ganze Länge in der Strömungsrichtung konstant zu halten. Bei gleichmäßig verteilter 
Heizung und nicht sehr intensiver Wärmeleitung in der Platte selbst würde die Platten- 
temperatur in der Strömungrrichtung steigen. Diese Temperatursteigerung mußte aus- 


) O0. Reynolds, An Experimental Investigation of the Cire. etce., Phil. Transact. of the Roy. 
Soe. Vol, 174 III und Proceedings, Manchester Iit. and Phil Soc. 1874, p. 9. 

2), L., Prandtl, Eine Beziehung zwischen Wärmeaustausch und Strömungswiderstand der Flüssig- 
keit. Phys. Zeitschr. S. 11, 1910, S. 1672. 

3) 8». Anm. 1 auf S. 434. 

%) H. Latzko, Der Wärmeübergang an einen turbulenten Flüssigkeits- oder Gasstrom, Abh. d. 
Aerodyn. Inst. d. Techn. Hochschule Aachen, Heft 1, S. 36; siehe auch diese Zeitschr., 1921, S. 268. 

5) W. Jürges, Der Wärmeübergang an einer ebenen Wand. Beihefte zum Gesundheits-Ingenieur, 
Heft 19, R. Oldenbourg, München-Berlin 1924. 
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geglichen werden, was nach Erprobung verschie- 
dener Methoden schließlich "mit "praktisch aus- 
reichender Genauigkeit durch eine elektrisch ge- 
heizte Platte mit abschaltbaren Heizwiderständen 
erzielt wurde. 

Die ersten Versuche wurden mit einer eis- 
gefüllten Platte, welche innen hohl, kastenförmig 
ausgebildet war, angestellt. Die Wärme wird in 
diesem Falle allerdings vom Luftstrom auf die 
Platte übertragen, was jedoch am Wesen des Ver- 
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suches nichts ändert. Bei dieser Anordnung 
N? i' schlägt sich indessen an der Öberfläche der 
R n Platte Wasser nieder, wodurch einerseits die Ver- 
N] On suchsbedingungen sich ändern, andererseits (da 
R, - das Wasser von der Strömung mitgerissen wird) 
“| ol die Messungen unsicher werden. Um diesen 
en. Uebelstand zu vermeiden, wurde dann statt Eis 
r S1 eine Glaubersalzschmelze verwendet. Diese Me- 
| thode erwies sich auch als unbrauchbar, da die 
Erstarrungszeit zu kurz und die Erstarrungs- 

N temperatur nicht ganz konstant war. 
e Bessere Ergebnisse wurden später bei einer 
\ kupfernen Platte mit Dampfheizung (Abb. 1) er- 
reicht. (Die Anregungen zu diesen Versuchsvor- 
richtungen rühren von Hrn. Dr.-Ing. F.N.Scheu- 
f bel her.) Indem man Dampf in gesättigtem Zu- 
. stand zur Heizung verwendet, hat diese Anord- 
al nung denselben Vorteil, wie die oben beschriebene, 
- nämlich daß die Plattentemperatur unabhängig 
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von der Geschwindigkeit des 
Luftstromes und nur in gerin- 
gem Maße vom Barometerstand 
abhängig ist. Zur Heizung wur- 
den Aether- bzw. Alkoholdämpfe, 
die in einem Glaskolben erzeugt 
wurden, verwendet. Sie wurden 
mittels Kupferrohre an geeigneter 
Stelle der Platte (Abb. 1, I) zu- 
geführt, die ebenfalls kasten- 
förmig ausgebildet und zur 
gleichmäßigen Verteilung des 
eintretenden Dampfes innen mit 
Rippen versehen war. Die vier 


Schmalseiten der Platte wurden. 


zur Verminderung der Wärme- 
verluste und zwecks Einbau in 
den Windkanal mit Holz ver- 
kleidet.. Die Vorderseite war 
als zugespitzte Anströmkante 
ausgebildet. Die von der Platte 
abgeführte Wärme sollte durch 
Messung der kondensierten Menge 
geschehen, die an Stelle (II) ab- 
geführt wurde. Eine dritte Zu- 
leitung (III) an der Platte diente 
zur Prüfung der Kontinuität der 
Dampfzufuhr. Die Bestimmung 
der Wärmemenge aus dem Kon- 
densat gelang indessen nicht, da 
einerseits die Zuleitungen, die 
aus Metall (Kupfer) ‚hergestellt 
werden mußten, den Aether- 
dämpfen Wärme entzogen, an- 
dererseits da auch durch die 
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Suedetemp. v. Aether 
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438 
Ausflußöffnung (II) Dampf entweichen konnte. Diese Umstände machten bei der ge- 
schilderten Ausführung auch eine robe Kontrolle der Heizenergie unmöglich, welche 
immerhin, wenn auch die von der Platte abgegebene Wärme in erster Linie aus dem 
Wärmeinbalt des Luftstromes bestimmt werden sollte, wünschenswert erschien. Sonst er- 
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Abb. 6 (oben). Abb. 7 (Mitte). Abb. 8 (unten). 
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füllte diese Versuchsvorrichtung den gewünschten Zweck vollständig, wie auch unsere 
Untersuchungen zeigten, die den Zweck hatten, geeignete Thermoelemente für die Tem- 
peraturmessungen in der Grenzschicht zu konstruieren (Näheres s. Abschnitt 3). Die 
Plattentemperatur wurde gleich der Dampftemperatur angenommen und diese mit Hilfe 
eines Quecksilberthermometers durch die Oeffnung (IV) gemessen. Es zeigten sich in 
der Temperatur kleine Schwankungen, wahrscheinlich wegen geringer Ueberhitzung, da 
die Heizung des Aethers durch ein Wasserbad geschah und dieses etwas schwer zu regu- 
lieren war. 
Da wir auf eine überschlägige Kontrolle der Heizwärme nicht verzichten wollten, 
so verließen wir diese Methode | und 
700 haben uns zur direkten elektrischen Hei- 
zung der Platte entschlossen. Dieses Ver- 
fahren hat den Vorteil bequemer Regu- 
120 Pr lierung der Temperatur und Kontrolle 
der zugeführten Heizenergie. Diese Platte 
| (Abb. 2) wurde aus 3,5 mm starkem 
| Kupferblech hergestellt und kastenförmig 
710 or ausgebildet. Im Innern befand sich ein 
| Heizwiderstand mit 18 in der Längs- 
| richtung gleichmäßig verteilten, einzeln 























100 ai abschaltbaren Spiralen. Die Achse der 
Spiralen lag senkrecht zur Richtung des 
\ Luftstromes, um die Heizung durch Zu- 
\ oder Abschalten einzelner Heizspiralen 
soil 60 in der Strömungsrichtung regulieren zu 
N können. Der Kasten war mit Oel ge- 
füllt, um schon im Innern möglichst 
Pr \ R__ guten lemperaturausgleich zu bewirken. 
3 Es war außerdem zu erwarten, daß infolge 
MECZE natürlicher Konvektion im Oelbad die 
- Temperatur der Platte in vertikaler Rioh- 
70 
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(oben). Abb. 10 (unten). 
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tung nicht konstant sein würde, was gegebenenfalls bei den Berechnungen berücksichtigt 
werden mußte. Mit Rücksicht auf einen guten Temperaturausgleich waren die Seiten- 
wände aus starkem Kupferblech hergestellt. Durch diese drei Maßnahmen ist es gelungen, 
in der Meßebene, in der die Lötstelle des Thermoelementes bewegt wurde, die Temperatur 
der Platte in der Strömungsrichtung mit für unsere Versuche hinreichender Genauigkeit 
auf einen beliebigen konstanten Wert einzuregulieren. Die 4 Schmalseiten der Platte 
waren zwecks Einbau in den Windkaval und zur Wärmeisolierung mit Holz verkleidet. 
Die Vorderseite war als spitze Anströmkante von 

700 10 em Länge ausgebildet. Damit ein unmittelbarer 

Vergleich mit den Versuchsergebnissen von W. Jür- 
ges (s. o.) stattfinden konnte, wurde die Länge der 
Platte wie bei seiner Anordnung zu 50 cm gewählt. 
Bei der elektrisch geheizten Platte konnte die 
Temperatur des Oelbades wegen örtlicher Tempera- 
turerhöhungen durch die Heizspiralen nicht als 
Grundlage zur Feststellung der Plattentemperatur 
dienen. Die Temperatur der Platte wurde daher an 
verschiedenen Stellen mittels Thermoelementen ge- 
messen. Sie wurden nach dem Grundsatz!) ausge- 
bildet, daß nicht nur die Lötstelle selbst, sondern 
auch ein entsprechend langer Teil der Elementen- 
drähte die zu messende Temperatur annehmen soll, 
da anderenfalls die Lötstelle die zu messende Tem- 
peratur gar nicht annehmen kann. Sie wurden aus 
Konstantan- und Manrganindraht von je 0,6 mm 
Dmr. hergestellt und in 60 mm lange Nuten, in 
deren Mitte sich jeweilig die Lötstellen befanden, 
eingelötet. Um die nötige Anzahl und Anordnung 
dieser Elemente festzulegen, wurden zwei besondere 
Thermoelemente angefertigt, welche mit geeigneten 
Klemmvorrichtungen an die Platte gedrückt wurden 
und mit denen die Temperatur an verschiedenen 
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) Knoblauch-Hencky, Anleitung zu genauen tech- 
nischen Temperaturmessungen, S. 59. NR. Oldenbourg, Mün- 
chen-Berlin 1926. 
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Abb. 11 (oben). Abb. 12 (unten). 
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Stellen gemessen wurde. Auf Grund dieser Messungen haben wir siebzehn Oberflächen- 
thermoelemente angebracht. 

Um die Messungen in der Grenzschicht an einer Seite ungestört durchführen zu 
können, wurden alle Thermoelemente auf der anderen Seite der Platte untergebracht. 
Hierdurch können selbstverständlich die Strömungsverhältnisse an der betreffenden Seite 
nicht ungestört bleiben, man kann indessen annehmen, daß diese Störung auf die Tem- 
peraturverteilung in der Wand keinen wesentlichen Einfluß ausübt, so daß die Temperatur- 
werte, die auf der einen Seite der Wand gemessen wurden, unmittelbar auch auf die 
andere übertragen werden können. Die Temperaturmessung an der Platte wurde in 
tolgender Weise durchgeführt: Die ganze Platte war parallel zur Strömungsrichtung von 
der Mittelachse aus in 5 Abschnitte von je 5 cm Entfernung gleichmäßig eingeteilt. In 

jeder der Trennungslinien befanden sich je 3 der 

0 17 Oberflächenthermoelemente. Die durch diese er- 

mittelten Temperaturwerte, die zu einer Ebene ge- 

hörten, wurden graphisch aufgetragen und ihr Mittel 

wert gebildet. Man erhält auf diese Weise mittlere 

IR Temperaturwerte, die zu den fünf Abschnitten der 
Platte gehören. Da das Thermoelement für die 
Grenzschichtmessung eine Meßlänge von 8 cm 
— parallel zur Platte und senkrecht zur Luftströ- 
mung — hatte, so wurden bei der Bestimmung der 


om 
700 7 | mittleren Plattentemperatur nur die Temperaturwerte 
| 





der zwei mittleren Abschnitte entsprechend drei 
Ebenen, die je 5 cm voneinander entfernt lagen, be- 
rücksichtigt. Ihr Mittelwert, welcher die mittlere 
Plattentemperatur ergab, wurde ebenfalls graphisch 
ermittelt. 

Da die Mittelwerte der Temperaturen dieser 
drei Ebenen einen senkrecht zur Strömungsrichtung 
1 linear zunehmenden Verlauf aufwiesen, so hat man 
sor\ tatsächlich mit dem Thermoelement für die Grenz- 
Ir schichtmessung die Temperatur in der Mittelachse 
wi der Platte — Meßebene — gemessen, da für diese 
S | \. Ebene die Abweichungen der Temperaturen in’den 

x drei Ebenen im Mittel sich gerade aufhoben. Die 
60.- Y Temperatur in der Meßebene, wo die Lötstelle 
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13 (oben). Abb. 14 (unten). 
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Abb. 15 (oben). 
Abb. 16 (unten). 
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des Thermoelementes bewegt wurde, konnte mit einer Genauigkeit von 2 bis 3vH der 
Uebertemperatur der Platte über die Außenluft auf einen konstanten Wert einreguliert 
der so gefundenen mittleren Platten- 
temperatur zu der gemessenen Temperatur in der Plattenmitte auch bei geringen Tempe- 
raturschwankungen konstant blieb. 
einer einzigen Ablesung der Temperatur in der Plattenmitte, die mit Hilfe eines Galvano- 
meters ständig gemessen wurde, 


werden. Es 
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sich, daß das 
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bestimmen. 


Verhältnis 









Man konnte sonach die mittlere Plattentemperatur aus 


Diese wurde dann für jede Geschwindigkeit 


auf einen bestimmten Wert eingestellt 
und dauernd gemessen. Die zweite 
Lötstelle der Thermoelemente befand 
sich in Eis. Gegen diese konnten 
dann sämtliche Elemente der Reihe 
nach geschaltet werden. 

Da die zu messenden Tempera- 
turen und somit auch die zugehörigen 
Galvanometerausschläge sich wenig 
voneinander unterschieden, so wurde 
beim Wechsel der Meßstellen zuerst 
das eine Thermoelement mit dem dar- 
auf folgenden parallel geschaltet und 
dann erst die Schaltung mit dem vor- 
hergehenden gelöst. So mußte sich 
der Zeiger des (salvanometers nur 
um ein Stück bewegen, welches der 
Differenz der Temperaturen der zwei 
Meßstellen entsprach. Hierdurch er- 
zielte man eine rasche Folge der Ab- 
lesungen. 


3. Die Temperaturmessung in 
der Grenzschicht. Die geringe Aus- 
dehnung der Grenzschicht erfordert 
entsprechende Auswahl und Gestaltung 
der Meßvorrichtungen. Zur Tempera- 
turmessung kommt neben dem Wider- 
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Abb. 19 (oben). 





(unten). 
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standsthermormeter nur das Thermoelement in Frage Da sich das Widerstandsthermo- 
meter weniger zur Messung der Temperatur an einem Punkt eignet, so wählten wir das 
Thermoelement. Bevor die endgültige Wahl über dessen Material, Form, Querschnitt und 
Drahtstärke getroffen wurde, wollten wir insbesondere auf Anregung des Herrn Dr.-Ing. 
F,N. Scheubel die Fehlerquellen, die hierbei auftreten können, systematisch untersuchen. 

Für die richtige Temperaturmessung missen zwei Gesichtspunkte beachtet werden. 
Erstens darf das 'Thermoelement, in die Luftströmung gebracht, dort keine merkbaren 
Störungen verursachen. Zweitens muß dafür gesorgt werden, daß die Lötstelle des Thermo- 
elementes diejenige Temperatur, in welcher es sich befindet, auch in der Tat annehmen 
kann'!). Die erste Forderung wird dadurch erfüllt, daß man Drähte von geringer Stärke 
mit Querschnittsformen von möglichst kleinem Luiftwiderstand anwendet. Die Grenze des 
Drahtdurchmessers wird durch die erforderliche mechanische Festigkeit des Drahtes ge- 
geben, der gespannt werden muß. 
Zur Temperaturmessung wird die 
eine Löötstelle des Thermoelementes 
an diejenige Stelle der Grenzschicht 
gebracht, deren Temperatur be 
stimmt werden soll. Hierdurch ist 
indessen noch nicht gesichert, daß 
das Thermoelement die Temperatur 
dieser Stelle richtig angibt, wenn 
die übrigen Teile der Elementen- 

























g: dräbte durch einen Bereich geführt 
t werden, dessen Temperatur von 
derjenigen der Lötstelle verschieden 

soH ist, da in diesem Falle ein Wärme- 


ausgleich zwischen der Lötstelle 
und den übrigen Teilen des Ele- 
mentes stattfindet. Diesen Uebel- 
stand vermeidet man in unserm 
Falle am einfachsten, wenn man 
die Drähte, die zu der Lötstelle 
führen und die man möglichst dünn 
ausführen wird, parallel zur Platte, 
aber senkrecht zur Strömungsrich- 
tung ausspannt. Falls es gelungen 
wäre, ein exakt zweidimensionales 
Temperaturfeld zu verwirklichen, 
so wäre in dieser Richtung gar 
kein Temperaturgefälle vorhanden. 
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Abb. 21 (oben). Abb. 22 (unten). 


') Veber ein Verfahren, das gestattet. bei Messungen mittels Hitzdrahtmethode die thermische 


Trägheit des Meßdrahtes zu berücksichtigen, soll später berichet werden, 
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In der Tat war die Temperatur nach der Höhe linear veränderlich; man kann also an- 
nehmen, daß von der einen Seite der Lötstelle dieselbe Wärmemenge zuströmt wie nach 
der anderen Seite abströmt, so daß die Lötstelle doch die richtige Temperatur anzeigt. 

Wie wichtig die Beachtung des Wärmeausgleiches ist, erhellt aus den folgenden 
Vergleichsversuchen. 
Form und Drahtstärke unter sonst gleichen Verhältnissen untersucht. Die Meßergebnisse 
sind in Abb. 3 und 3a dargestellt. 


Thermoelement |. 


390 
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Es wurden sechs verschiedene Thermoelemente mit verschiedener 


Hergestellt aus Kupfer- und Konstantandrähten von 0,05 mm Drm. 


Die beiden Drähte waren ineinandergesteckt, verdrillt 
und verlötet. Die Länge der Meßstrecke betrug 
43 mm. Die übrigen Teile des Thermoelements waren 
aus Kupfer- bzw. Konstantandrähten von 0,6 mm Drm. 
hergestellt. 

Thermoelement II. Wie I, nur bestand die 80 mm 
lange Meßstrecke aus Kupfer und Konstantandrähten 
von 0,3 mm Drm. Die Lötstelle wurde durch stumpfes 
Aneinanderlöten der beiden Drahtenden gebildet. 

Thermoelement III. Wie Il, jedoch aus Drähten von 


0,6 mm Drm. 

Thermoelement IV. Aus 0,1x3 mm Kupfer- und Kon- 
stantanband. Meßstrecke S0 mm. An der Meßstrecke 
waren die beiden Bänder in einer Länge von 30 mm 
Länge aufeinandergelegt und verlötet. 

Thermoelement V. Aus Kupfer- und Konstantandrähten 
vor 0,6 mm Drm. Die Drähte bildeten an der Löt- 
stelle einen Winkel von 90°, 

Thermoelement VI. Wie V, jedoch betrug der Winkel 
an der Lötstelle 130°. 

Man sieht aus den Abb. 3 und 3a, daß die winkel- 
törmig ausgebildeten Thermoelemente völlig falsche Er- 
gebnisse liefern. Die Messungen, die mit solchen Thermo- 
elementen in einem stark veränderlichen Temperaturfeld 
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Abb. 23 (oben). Abb. 24 (unten). 
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ausgeführt worden sind, muß man daher mit großer Vorsicht aufnehmen, wie z. B. auch 
die Messungen vou Ludowiei'). 

Der Einfluß des Durchmessers ist im Vergleich zu dem Einfluß der Form ver- 
hältnismäßig gering. 

Die Messungen sind an drei verschiedenen Stellen der mit Aetherheizung erwärmten 
Platte, nämlich am Anfang, in der Mitte (x = 17,5 cm) und am Ende (x. = 34 om) durch- 
geführt worden. Die Messungen mit den Thermoelementen Nr. 1, 2, 5 und 6 sind zur 
Kontrolle wiederholt worden und lieferten beidemale dieselben Ergebnisse. Aus den 
Schaulinien ist zu ersehen, daß die Fehler, welche man durch unrichtig durchgebildete 
Thermoelemente begehen kann, unter Umständen mehrere hundert Prozent betragen. Aus 
den Kurven 1 bis 3 sieht man, daß auch bei derselben Anordnung der Drahtdurchmesser 
einen Einfluß hat. Bei Verkleinerung desselben kommen die Temperaturkurven höher zu 
liegen. Die Kurven für die Drm. 0,3 mm und 20,05 mm verdrillt fallen zusammen; 
man kann annehmen, daß man zu einer Grenze gekommen ist, an welcher das Element 
mit praktisch ausreichender Genauigkeit die 
wirkliche Temperatur der Meßstelle angibt. 
Die Meßstrecken der Thermoelemente, die 
wir zu den Hauptversuchen verwendeten, 
wurden aus unverdrilltem Manganin- und 


80h Konstantandraht 0,1 mm Drm. hergestellt. 
Zu der zweiten Lötstelle — im Eis — und 

zu den Klemmen des Halters führten Drähte 

k desselben Materials mit größerem Querschnitt 
704 — 4xX0,lmm — um möglichst wenig 


schädlichen Widerstand im Stromkreis zu 
haben. Wir hatten das Kupfer mit Man- 
sol ganin vertauscht, da das letztere die gleiche 
Wärmeleitfähigkeit wie Konstantan besitzt. 
Dies hat den Vorteil symmetrischen Tempe- 

























> raturverlaufes im Thermoelement in bezug 
0 auf die Lötstelle.e. Es wurden ferner Ver- 
pIr- suche über die Verwendbarkeit von Platin- 
2 Platinrhodium - Thermoelementen gemacht. 

2 Sie erwiesen sich in bezug auf mechanische 


Festigkeit als unzureichend. Außerdem ist 
ihre Thermokraft nur etwa ein Viertel der 
des Konstantan-Manganin Thermoelementes. 
Igor 
) wW. Ludowiei, Messungen in der Grenz- 
schieht strömender Gase, VDI-Zeitschr., Bd. 70 
(1926), S. 1122 ff. 
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Abh. ?5 (oben). Abb. 26 (unten). 
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Die Thermoelemente wurden auf einen isolierten Rahmen aus Bakelitpappe (Abb. 4) 
gespannt. Zum Meßinstrument führten gewöhnliche Kupferlitzen. Der Rahmen wurde 
an den Stahlhalter eines abmontierten Drehbankbettes befestigt. Hierdurch war es möglich, 
das Thermoelement in der Strömungsrichtung (x) und senkrecht zur Platte (y) zu be- 
wegen. Die y-Koordinaten wurden mittels eines Stahlmaßstabs mit Nonius abgelesen, der 
eine Ablesegenauigkeit von 1/50 mm gestattete. In der x-Richtung genügte ein gewöhn- 
licher Maßstab mit Zeigerablesung. Diese ganze Vorrichtung wurde, um Erschütterungen 
zu vermeiden, vor der Düse des Windkanals auf einen Betonblock befestigt. 


Als Nullage wurde diejenige Stellung des Thermoelementes betrachtet, bei der 
zwischen Platte und T'hermoelement eine innige Berührung stattfand. Um diese Lage 
genau und reproduzierbar feststellen zu können, hatten wir eine elektrische Kontaktvor- 
richtung vorgesehen. Die Nullage konnte am Aufleuchten einer kleinen Signallampe 
genau erkannt werden. 


Das Thermoelement zeigte in dieser Lage insbesondere bei größeren Geschwindig: 
keiten eine kleinere Temperatur an, als die Platte hatte. Der Unterschied entsteht da- 
durch, daß die freiliegenden Teile des Meßdrahts, der nicht besonders an die Platte an- 
gepreßt wurde, durch den Luftstrom gekühlt werden. Ein solches T'hermoelement würde 
daher zur Messung der Öberflächentemperatur sich nicht eignen. Zur Bestimmung der Platten- 
temperatur haben wir daher die im früheren Abschnitt erwähnten OÜberflächenthermoelemente 
(s. Abschnitt 2) vorgesehen. Zur Eichung der Thermoelemente wurde ein Flüssigkeits- 
siedeapparat mit Strahlungsschutz nach Knoblauch-Hencky') angefertigt. In diesem 
werden gesättigte Dämpfe (z. B. vom Alkohol bzw. Aether) erzeugt, so daß die Temperatur 
beliebig lange Zeit konstant gehalten werden kann. Die zweite Lötstelle war in einen 
Behälter mit schmelzendem Eis gelegt. Der Flüssigkeitssiedeapparat und auch der Eis- 
behälter wurden später durch mit heißem Wasser bezw. mit Eis gefüllte Thermosflaschen 
ersetzt. Sie erfüllen den gewünschten Zweck und besitzen den Vorteil, daß die Innenwand 
der Flasche die Temperatur der darin enthaltenen Flüssigkeit annimmt. 


Abbildungen 5 und 6 enthalten die Eichkurven von Kupfer-Konstantan- und von 
Manganin-Konstantan- Thermoelementen. Für die bei unseren Messungen in Frage kommenden 
Temperaturdifferenzen besteht zwischen Thermostrom bezw. Thermospannung und Tempera- 
tur eine lineare Beziehung. Man erkennt ferner, daß die Verbindungslinie der drei bezw. 
zwei Meßpunkte nicht durch den Ursprung des Koordinatenkreuzes geht. Daraus läßt sich 
folgern, was auch durch Messungen bestätigt wurde, daß die gradlinige Abhängigkeit nur 
bis zu den gemessenen Grenzen unbedingt gültig ist und bei geringen Temperatur- 
differenzen (etwa ven 5° C ab) die Eichkurve des Thermoelementes parabelförmig, unter 
Umständen auch ganz unregelmäßig, verläuft. 


Wir haben bei den Messungen die eine Lötstelle stets in Eis gelegt, wodurch die 
geringste zu messende Temperaturdifferenz die der Zimmerluft gegen Eis war. Zur 
Bestimmung der Temperatur hatten wir den Thermostrom gemessen, da die Werte in 
möglichst rascher Folge aufgenommen werden mußten, und somit auf die sonst vorzuziehende 
Spannungsmessung mittels Kompensationsmethode verzichtet werden mußte. 


Die Thermospannungen der eingelieferten Elementendrähte hatten wir mittels 
Kompensationsmethode bestimmt. 


Wir fanden: 


für ein Maganin-Konstantan-Thermoelement die Spannung: 
. Volt |) 
3,76 - 10-?| _—— 
100° C | 


für ein Kupfer-Konstantan-Thermoelement die Spannung: 


| Volt 
8,64 - 10°] ——— |, 
100° C 


Nach Knoblauch-Hencky (a. a. 0. S. 129) liegt die Thermospannung für Kupfer- 
Konstantan-Thermoelemente je nach den verwendeten Materialien zwischen 
Volt 


3,6:10-? und 4- 10-2 
100°C | 


I) Siehe Anm. I auf S. 440. 
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Den Thermostrom hatten wir mit Hilfe von Zeigergalvanometern (von Siemens & 
Halske) mit Drehspulmeßwerk und Bändchenaufhängung gemessen. Die Empfindlichkeit 
betrug für ein Skalenteil 10”* Volt. Der Widerstand der Meßwerke ist etwa 182, des 
eingebauten Vorschaltwiderstandes bei dieser Spannungsempfindlichkeit 182 bzw. 176 2. 
Durch entsprechende Vorschaltwiderstände konnte man den Ausschlag entsprechend der 
jeweiligen Temperaturdifferenz so einregulieren, daß zur Messung ein möglichst großes 


Bereich der Skala zur Verfügung stand, wodurch die Meßgenauigkeit entsprechend erhöht 
wurde. 





4. Versuchsergebnisse. Die 
Geschwindigkeit der freien Strömung 
Up wurde zwischen 3 und 35 (m/sek) 
variiert. Die untere Grenze war durch 
die Regulierungsmöglichkeiten des 
Windkanals, die obere dadurch fest- 
gelegt, daß bei höheren Geschwin- 
digkeiten Schwingungen des Thermo- 
elementes auftraten. Durch die Hin- 
und Herbewegung kommt die Löt- 
stelle in der Grenzschicht in Bereiche 
verschiedener Temperatur, so daß der 
Galvanometerzeiger in Schwingung 
gerät. 








Die Temperaturdifferenz 9, zwi- 
schen Platte und ungestörtem Luft- 
strom betrug bei den Hauptversuchen 
zumeist 16 bis 20 (°C). Einige Ver- 
suche wurden bei Uebertemperaturen 
zwischen 36 und 37,5 (°C) vorge- 
nommen. Wie zu erwarten war, sind 
die Temperaturkurven untereinander 
ähnlich, entsprechend der Tatsache, 
daß der Wärmeübergang in diesem 
Bereiche der Temperatur proportional 
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n . tu — tı .. . . . . \ . 
ist. Abb. 7, 8, 9 zeigen — fir verschiedene Geschwindigkeiten als Funktion von Y 
vo 


r im freien Luftstrom). 
in geringem Maße durch die abge- 
g, da die Heiz- 


’, — Temperatur in der Grenzschicht, tz = Temperatu 
Die Temperatur des Luftstromes erhöhte sich 
sebene Wärme der Platte, deren Temperatur ihrerseits dann ebenfalls stie 


leistung konstant blieb. 


Die Messung eines Temperaturprofiles in der Grenzschicht er- 
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folgte jedoch in so kurzer Zeit (in 5 bis 10 Min.), daß als Temperatur der Außenluft 
diejenige Temperatur angenommen werden konnte, die nach Erreichung des ungestörten 
Luitstromes mit dem Thermoelement für die Grenzschicht gemessen wurde. 


Die Temperaturkurven wurden längs der Platte an vier \Meßstellen aufgenommen, 
die wir mit %, 20, 30, 40 und 50 bzw 


mit &„ = 10, 20, 30 und 40 bezeichnet haben. 
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%„ bezeichnet hierbei die Entfernung der Meßstelle von der Anströmspitze, dem Beginn 


der hydrodynamischen Grenzschicht. &;., die Entfernung von dem Beginn der thermischen 
Einwirkung. Das ist die Trennlinie zwischen geheizter Kupferplatte und Holzisolation 
der Anströmspitze. 


Die Temperaturkurven (Abb. 7 bis 27) zeigen entsprechend dem laminaren und dem 


is 
turbulenten Strömungszustande zwei typische, voneinander verschiedene Formen. Die 
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152 Ilias, Wärmeübertragung einer geheizten Platte an strömende Luft 
Temperaturverteilungskurven im turbulenten Bereich weisen nahe der Wand ein viel 
steileres Gefälle auf, als die im laminaren. Es ist bemerkenswert, daß diese beiden Arten 
von Temperaturverteilungen, welche zwei voneinander verschiedenen Strömungszuständen 
entsprechen, analog der Geschwindigkeitsverteilung längs der Platte auch gleichzeitig 
bestehen können. Auf Grund der Abb. 7 bis 27 haben wir in der untenstehenden 
Zahlentaiel die Strömungsarten der einzelnen Temperaturverteilungskurven gekenn- 
zeichnet und die zugehörigen Reynoldsschen Zahlen berechnet. Interessant ist die 
Beobachtung, daß bei U» =5 bzw. = 7,5 m/s, entsprechend einer Reynoldsschen 
Zahl R, 125000 bzw. 140500 gemäß unserer Vorstellung an der glatten Platte noch 


Laminarströmung herrscht, wogegen an der rauhen Platte die Strömung bereits tur- 
bulent geworden ist. 











U} l Up .ın R Upan Strömungsart bei der Platte 
e 
m 8 em m“/s ’ elatt rauh 
10 0,324 20 220 laminar Jaıninaı 
20 0.6 7500 E23 
30 0,9 56 300 » 
40 1,2 75 000 » 
50 1.5 93 700 » 
5 0 1.0 62 500 » laminar 
5 0) 1.5 93 700 » » 
) 10 2,0 125 000 » turbulent 
5 0 2,5 156 200 turbulent 
20 1,5 93 700 laminar laminar 
0 2.25 140 500 » turbulent 
7 0 3,0 17 500 turbulent > 
(0 ) 234 200 » 
10 U 2,0 25 000 laminar laminar 
10 0 3,0 157 500 turbulent turbulent 
10 hi 1.0 EU VOOO » » 
10 0 we >12 500 p) 
iD 20 3,0 137 500 » 
15 30 5 22 000 
iD 10 6.0 75 000 
15 50 z. H659 000 v 
LY, IV ),86 241 000 » REN 
[9 Ü 1,79 362000 - 
19, | 1.33 482 000 > 
9: () 965 603 000 
( 20 1.0 250000 “ » 
0) a 6.0 375000 » » 
20 IV N.0 00 000 » 
I) ) 1 () 25 000 » 
20 20 0 312500 » » 
253 7 . 169 000 » 
2 10 I0,0 625 000 
25 50 12,5 31000 ® 
20 7.0 138 000 » 
r ) 10.5 556000 » » 
10 14,0 75 000 
() 175 1092 000 » 
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Bei Reynoldsschen Zahlen, die zwischen etwa 100000 und 250000 liegen, herrscht 
bei derselben Geschwindigkeit der Luftströmung vorn an der Platte laminare Strömung, 
welche längs der Platte allmählich in turbulente übergeht. 


Die entsprechenden Temperaturverteilungskurven, die für größere r,. also hinten 
an der Platte, aufgenommen wurden, mithin turbulenten Charakter aufweisen, schneiden 
wegen ihres größeren Gefälles die Kurven für kleinere ®%, (also vorn an der Platte), wo 
noch laminare Strömung herrscht. In diesem l'alle nimmt daher die Temperatur längs 
einer Geraden parallel zur Platte in der Strömungsrichtung ab, an der Strecke, wo der 
Umschlag vom laminaren in den turbulenten Strömungszustand erfolgt. 


Die Temperaturverteilungskurven wurden je für eine glatte und eine rauhe 
Platte aufgenommen. Letztere hatte die Rauhigkeit einer grob geschlagenen Feile. 


Es zeigt sich, daß bei der rauhen Platte in der Wandnähe ein größeres Tempe- 
raturgefälle vorhanden ist als bei der glatten Platte. Dies trifft nur für größere Ge- 
schwindigkeiten (etwa von 15 m/sec aufwärts) und bis zu Entfernungen von der Wand 
bis ein oder zwei mm, zu. Bei größeren Entfernungen, etwa von I oder 2 mm ab von 
der Wand, kehrt sich die Sache um, so daß die entsprechende Temperaturkurve der 
glatten Platte ein größeres Gefälle aufweist und demnach tiefer zu liegen kommt als 
die der rauhen Platte. Bei Geschwindigkeiten, die unterhalb 15 m/s liegen, ist ein ein- 
deutiger Unterschied nicht zu erkennen. Es muß hierbei noch bemerkt werden, daß 
gemäß der früher gemachten Annahme als Nullage des Thermoelements diejenige 
Stellung zu betrachten war, bei der das T'hermoelement mit den äußersten Erhöhungen 
der rauhen Platte in inniger Berührung stand. 


In denselben mit x, bzw. %:„ bezeichneten Ebenen wurden auch die Geschwindig- 
keitsverteilungen gemessen. 


Die Geschwindigkeit wurde nach bekanntem Verfahren aus dem Staudruck berechnet, 


/ 2 vaha .. . . 
wobei in die Formel für die Geschwindigkeit «u — V -—— für die Luftdichte er, der Wert 


4 


eingesetzt wurde, welcher der dort herrschenden Temperatur entspricht (Landolt-Börn- 
stein, Phys. Chem. Tabellen). In der Formel bedeuten 


u die Luftgeschwindigkeit, 

Ya das spez. Gewicht der Meßflüssigkeit, 

h. die Druckhöhe im Staurohr, 

or die Dichte der Luft in Abhängigkeit von der Temperatur. 


Der Staudruck wurde mit Hilfe eines Staudruckmessers bestimmt. Als Staurohre 
dienten rechtwinklig umgebogene, dünn ausgezogene Glasröhrchen von 0,28 bzw. 0,34 mm 
Außen- und 0,15 Innendurchmesser. Der kleine Durchmesser ist notwendig, damit keine 
nennenswerte Störung an der Meßstelle entsteht, hat jedoch eine ziemlich lange Einstell- 
dauer für die Manometersäule, etwa 5—10 min zur Folge. Unterhalb 10 m/sec Geschwin- 
digkeit der ungestörten Strömung war die Messung zu ungenau. Die Nullage des Stau- 
rohres an der Wand war durch Berührung zwischen Meßrohr und Platte festgelegt. Die 
Ablesung in dieser Lage blieb unberücksichtigt. Die Nullage wurde mit Hilfe einer Lupe 
kontrolliert. Als y-Koordinate der Meßstelle gilt die Entfernung der Rohrachse von der 
Wand. Geschwindigkeits- und Temperaturverteilungskurven wurden bei gleichem U, und 
bei derselben Uebertemperatur Y, aufgenommen. 


Um den Einfluß der Heizung auf das Geschwindigkeitsield zu erkennen, hatten 
wir die Geschwindigkeitsverteilung auch bei ungeheizter Platte ermittelt. Die ent- 
sprechenden Kurven sind in den Abb. 25 bis 32 dargestellt. Wie aus diesen hervorgeht, 
ist der Unterschied zwischen je zwei entsprechenden Kurven nicht erheblich, etwa 2 bis 
3vH. Dies entspricht der Annahme der Latzkoschen Arbeit (s.a. OÖ. S. 37), daß der 
Einfluß der Temperatur bei verhältnismäßig geringer Uebertemperatur auf das Geschwin- 
digkeitsfeld zu vernachlässigen ist. In denselben Abbildungen sind auch die entsprechen- 
den Geschwindigkeitskurven für die rauhe Platte eingetragen. Sie liegen erwartungsgemäß 
tiefer als die bei der glatten Platte, da der Widerstand der rauhen Platte größer ist und 
dementsprechend die Geschwindigkeit stärker vermindert wird. 





Schluß folgt.) 
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Versuche zur Ermittlung der Vertikalspannungen 
beim Walzvorgang. ’ 
Von KARL HUBER in Witkowitz, C. 5. R. 


1. Einleitung. Im folgenden sei kurz die v. Kärmänsche Theorie des breitungs- 
losen Walzvorganges wiedergegeben. 
Die v. Kärmänsche Theorie ist auf 2 Grundgleichungen aufgebaut, und zwar 
1. auf der Gleichgewichtsbedingung der horizontalen inneren Kräfte, die auf einen Streifen 
da des Walzgutes (Volumelement) wirken und 2. auf der Plastizitätegleichung. 
Wird mit q der bezogene Normaldruck auf die Walzenoberfläche bezeichnet, die 
über den ganzen Querschnitt als korstant angenommene Horizontalspannung mit p, 
mit » der Halbmesser der Walze, 
» hi die halbe Dicke des Walzgutes vor dem Walzen, 
ha) » nach >» Zr 
» x die Koordinate in der Walzrichtung, positiv gemessen gegen die Fortschreitungs- 
richtung des Walzgutes, 
» w die Winkelkoordinate, 
? (QPmax der Greifwinkel, 
u der Reibungskoeffizient zwischen Walze und Walzgut, 
© die Drehgeschwindigkeit der Walzen, 


so lautet die Gleichgewichtsbedingung für das Volumelement in der r-Achse 
ur 
ph)=gliiny —u0cY) . ». .» 2 2 2... ll) 
dx E 
Es ist sinpg=xr/r; für cosp wird angenähert cos. 1 gesetzt, eine weitere 
Näherungsgleichung ist 2? 2r:r (1 —cos 9), was besagt, daß x die mittlere geometrische 
Proportionale zwischen den beiden Hypotenusenabschnitten im rechtwinkeligen JABC 
ist, Abb. 1. 


2 J 


4 a : dh : 
Es ist daherk = hy +r (1—cosYy)= Aa + >; ferner wird =tg9>-siny=aılr 
er dx 

gesetzt. Damit folgt (1) vereinfacht 
‚dp x x ) / 
} i 
N tn = (N — 11. .. ’ u .' : Mi 

Fe Zr A re 1*) 


Die 2. Gleichung ist die Fließbedingung gemäß der Plastizitätstheorie. Sie besagt, 
daß das Fließen des Werkstoffes eintritt, wenn die Differenz zweier Hauptspannungen 
den doppelten Wert von dessen Schubfestigkeit erreicht, d.h. 


0 6, —=2 Tax = kK 
ist °). 

) Die Anregung zur vorliegenden Untersuchung erhielt ich gelegentlich einer Besprechung, die 
ich mit den Herren Prof. Dr. K. Wolf-Wien und Prof. Dr. P. Ludwik-Wien zum Gegenstand der 
Theorie des Walzvorganges hatte, Die Herren verwiesen mich auf eine damals noch nicht veröffentlichte 
Arbeit Prof. Dr. v. Kärmäns, die dann im April 1925 in dieser Zeitschrift als >Beitrag zur Theorie 
des Walzvorganges« erschienen ist. Die mir gegebene Weisung ging dahin, die Theorie durch den 
Versuch zu überprüfen. 


Die Ueberprlifung schien mir durchführbar, da das Eisenwerk Witkowitz ein eigenes Versuchs- 
walzwerk mit den zugehörigen meßtechnischen Einrichtungen hat, auf dem, losgelöst von den normalen 
Betriebsverhältnissen in der Hiitte, unter weitgehender Beseitigung der dort auftretenden störenden Ein- 
flüsse die Versuche gemacht werden konnten. 


Ich spreche hiermit den Herren Professoren Dr. Wolf und Dr. Ludwik für die Anregung und 


dem Kisenwerk Witkowitz für die Bewilligung zur Durchführung der Versuche meinen besten 
Dank as, 


Nach Fertigstellung meiner Arbeit kam die im April 1926 in dieser Zeitschrift veröffentlichte 
Arbeit von D. Dresden—Den Haag Zur Theorie des Walzvorganges«: zu meiner Kenntnis. Der 
Dresdensche Aufsatz für die Plastizitätsgleichung findet durch die Versuche seine Bestätigung. 


Diese Gleichung folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für den ebenen Spannungszustand an 


“ . (u —— 0, h 
einem 3seitigen Prisma aus der Grundgleichung 7’ = sin29+rcos29; der max Wert der Schub- 
7 


- 
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v. Kärmän identifiziert in erster Annäherung p» und 4 mit den Hauptspannungen, 
womit die Plastizitätsgleichung 
gr = h Ten: de are 
lautet’). 
k ist im wesentlichen von der Temperatur und der Formänderungsgeschwindigkeit 
abhängig. Für ein und denselben Werkstoff wird A bei gleichbleibender Temperatur kon- 
stant angenommen. 


Durch Einsetzen von (2?) in (1) folgt die Differentialgleichung 


h' 4: 7 up = Ik | z u 


dx 
bzw. 
dp u } r \ 
+ „p= ( - MU | 
d ZT 7 2° , r? \ r ; 
hy > h» 
2r 2 


Das ist eine lineare Diiferentialgleichung, weil sie in bezug auf die zu bestimmende 
Funktion p und ihren Differentialquotienten vom ersten Grad ist und auch deren Produkt 
nicht enthält. Die übliche Schreibweise dieser Diferentialgleichung ist 


d 
+-Pı=Q. 
i x 
dx 
Im vorliegenden Fall ist 
7 7; k 7 I; x 
u P R zu } () : | = | ) 
Y p 2} y' = ik r 1) 7 . f 
hg m hy + 
2r 2 


- Die Lösung der Diiferentialgleichung in allgemeiner Form lautet 
y=e-/Pdx{0O + /Qe/Pirdx} 


und im besonderen Fall 


! Jhy + x’l2r r / ) 

Die Gl. (4) enthält nur eine Integrationskonstante. Es sind jedoch 2 Grenzbedin- 
gungen zu erfüllen, da für va an der Eintrittsstelle und für 2=0 an der Austritts 
stelle p Null sein muß. Diese Bedingung kann nur erfüllt werden, wenn p aus 2 Kurven- 
ästen besteht, die man erhält, wenn man in die Gleichung einmal den Reibungskoefli- 
zienten u positiv, das andere Mal negativ einsetzt. Der Verlauf der p, die mit + 1 ge- 
rechnet werden, entspricht dem Walzstab von der Eintrittsstelle bis zum Haftpunkt, d. i. 
jener Punkt 7, in dem das Walzgut die gleiche Geschwindigkeit hat wie der Umfang der 
Walzen. Der Verlauf der p, die mit — 4 gerechnet werden, entspricht dem Walzstab 
von der Austrittsstelle bis zum Haftpunkt. Der Haftpunkt ist der dem Schnittpunkt der 
beiden p-Aeste zugehörige Punkt am Walzenumfang. Siehe Abb. 1. Den zugehörigen 
Winkel y bezeichnet v. Kärmän als den Greifwinkel schlechthin. Es ist daher u=tg7 


spannungskomponente 7’ wird durch Differentiation nach dem Schnittwinkel g und Nullsetzung des Aus- 
druckes ermittelt. 


’ 


d T Or — 0, 
—— - 23 08 2: 2 trsin2o. 
dg 2 F 
r Or —— 0, Ör ua Iy 
Dieser Ausdruck wird fürtg2y= — Null. Es ist daher "= . Die größte Schubspannung 
2ı 2tg2y 
erhält man für die Schnittrichtunrg ı 45°. Dann ist 27 =0r — 0, oder, wenn die Richturg von 7 
a y 
geändert wird, a. Oy — (Gr. 


') In den nachfolgenden Abschnitten wird p mit 0, und q mit n bezeichnet. Es ist 0, 
n(1 + utgyg); siehe Abschn. $. In der Verwendung von g=n statt a, besteht bereits eine Annäherung, 
die noch durch die zweite, daß die Differenz der beiden Hauptspannungen konstant sei, erweitert wird. 

Siehe den Dresdenschen Ansatz Im Abschn. 4, Gl. (2*), wobei k nicht konstant angenommen wird. 
— Auch v. Kärmän kündigt für seine erweiterte Theorie einen anderen Ansatz an. 
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oder y= arctg u=u. Der eflektive Greifwinkel, d.i. der Winkel an der Eintrittsstelle, 
ist I AxX» 


0 ‚0 


y’Y 




















Abb. 2a. 








\bb. 1. Abb. 2b 


v. Kärmän ermittelt alsdann den Wirkungsgrad beim Walzvorgang aus dem Ver- 
.. . Laute . . . n1 .. . . . . . .. . 
hältnis — 7. Hierin bedeutet /.... die Formänderungsarbeit je Zeiteinheit für die 
I 


eine ober der «Achse liegende Stabhälfte, auch Nutzleistung genannt. Sie ist 


y hi >. 
Lau = k Vlgnat — Er oc 
ha 
wobei | "© bedeutet, wenn Au die zum Winkel y zugehörige halbe Stabhöhe ist. 


Die wirklich aufgewandte Leistung /» für die eine Stabhälfte ist jedoch 
Io —— ug r’od q U u Q da j (6). 


u “ 


U) U) 
Sie müßte eigentlich bei Berücksichtigung des Voreilens lauten: 


en 
Y | 
„ max 


m=roY[ugay- [ugap! a a 
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Im folgenden sollen die Versuche beschrieben werden. Es war von Anfang klar, 
daß meßtechnisch nur der Verlauf der Vertikalspannungen ermittelt werden konnte, wie 
er, im Augenblick des Erfassens des Stabes bei max beginnend und bis zum Austritt 
von dessen vorderem Ende bei 9 = 0 endend, sich darstellt. Die Messung der Vertikal 
spannungen im Stabteil zwischen seinen beiden Enden ist undurchführbar. Es konnte 
jedoch aus dem Bestehen des horizontalen Verlaufes der Gesamtdruckkurve /’, nachdem 
der erste Stabteil das ganze Umformungsgebiet passiert hatte, der Schluß gezogen werden, 
daß sich der Verlauf der Vertikalspannungen für den Stabteil zwischen seinen beiden 
Enden nicht wesentlich anders verhält wie an seinem anzustechenden Ende. 


2. Versuche zur Ermittlung der Vertikalspannungen beim Walzen. a) All- 
gemeines. Zur Ermittlung des Verlaufes der Vertikalspannungen 6, beim Erfassen des 
Stabes zwischen glatten Walzen (Hartguß) wurde an walzwarmen Eisenstäben und an 
Bleikörpern auf einem 250 mm Versuchswalzwerk die Vertikaldruckkurve P auf 
genommen. 


Die Messung erfolgte mittels zweier Meßdosen. Der Durchmesser des Druckkolbens 
jeder dieser Meßdosen betrug 100 mm, entsprechend 78,5 em? Druckfläche. Je eine Meß- 
dose war zwischen der Öberhälfte des geteilten Lagers der Oberıwalze und der Druck 
spindel über jedem Zapfen der Walze eingebaut. Die Aufschreibung des Druckes erfolgte 
durch je ein Schreibmanometer (Bourdonfeder), das mit der Meßdose durch ein mit Gly- 
zerin gefülltes Kupferrohr in Verbindung war, für jeden Zapfen getrennt!). Da der mit 
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der Bourdonfeder verbundene Schreibstiitt an einem Hebel angebracht ist, der sich um 
einen fixen Punkt dreht, sind die Ordinaten der von der Feder geschriebenen P-Kurve 
Kreisbögen. Die Trommel des Schreibapparates, auf welcher der Registrierstreifen auf 
gespannt war, wurde durch ein Uhrwerk betätigt. 

Um die P-Kurve in ihrem analytischen Verlauf von P=0 bis Paar £eschrieben 
zu erhalten, war es notwendig, mit sehr kleiner Geschwindigkeit zu walzen und die 
Schreibtrommel mit der größtmöglichen Geschwindigkeit laufen zu lassen. Die Umfangs- 


I) Beschreibung siehe Stabl und Eisen 1910, Nr. 43 und 44, Puppe, Versuche über Walzdrück« 
an einem Blockwalzwerk. 
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geschwindigkeit der Walzen bewegte sich bei den Versuchen zwischen v„=4,1 bis 
Il,1 mm/sek, die Geschwindigkeit des Registrierstreifens war 8,33 mm/sek, d.h. er legte 
in 0,12 sek einen mm zurück. 

Von den insgesamt aufgenommenen 98 Druckversuchen wurden 18 ausge- 
wertet 

Die von der Schreibfeder direkt aufgeschriebene Druck-Zeitkurve, deren Ordinaten 
Kreisbögen sind, wurde auf rechtwinklige Koordinaten umgezeichnet. Die rektifizierten 
Kurven für beide Zapfen superponiert, ergab die P=f(t)-Kurve. Siehe Abb. 3a, Vers. 
Nr. 61. Die Punkte a, b, e usw. sind Zeitpunkte auf dem Registrierstreifen. 




























































































Aus den Ordinaten y des Walzstabes — s. Abb. 3b — und den zugehörigen, am 
Walzstab gemessenen Breiten — s. Abb. 3e — wurden die Querschnitte ermittelt, ferner 
aus der Umdrehungszahl n. der Walzen die Austrittsgeschwindigkeit v. des Stabes, d.h. 
es wurde das Voreilen nicht gemessen und für die nun folgende Betrachtung — und nur 
für diese die Austrittsgeschwindigkeit des Stabes der Walzenumfangsgeschwindigkeit 

7 
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\bb. 3d, Abb. 3f 
Zahlentafel 1, 
{ { \ 
1 t 
yet Br v® Un’ Un Jx It 3 4t 
V.-Nr . 
- 0 
mm mm 11) ının? ınmı "sek mm!s sek./mı sek./mm ımıı sek sek. 
8667| 2 < 29 58 5.134 0,1948 
ci i z ä 0,1906 1,67 0,3183 0,3183 
1135 19 < 29,2 554,80 1.367, 0,1863 or 765 
0,1753 5 0,8765 1,1948 

30 16.3 30 ISP, 6,089 0,1642 ir ‚ 2 

| : € 0.1558 o 0,716» 1,9713 

) 14,06 x 31 135,86 6.3832 0,1464 2 2 = 2 

’ nn 5 0,1589 #) 0,6925 2.6638 
61 20 12,22 x 31,8 388,60 2977,6572 | 7,663 0,1305 
- ng 0,1242 5 0,6210 3.2848 
lo 10,8 x 332,5 | 351, 8,489 0,1179 j > 
; : 0,1136 5 0,5680 3,8528 
I0 os >< 55.2 32 1.36 ».1592 0,1093 > - e r 
am 0.1069 5 0,5345 4,3873 
92 < 33.8 310.96 Y.040 0,1044 r 
s 0,1039 5 0,5195 1,9068 
) 1,2 307,80 | 9,674 | 0,1034 
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gleichgesetzt '), Demnach konnte aus der Kontinui- 
tätsgleichung die mittlere Geschwindigkeit in jedem 
Querschnitt gerechnet worden. Kurve der v—f (X 
— siehe Abb. 3d und Zahlentafel 1. 


Aus der v-Kurve wurde mit dt Mi = die Fließ- 


V 
zeit bestimmt. — Siehe Abb. 3e. — Damit erscheint 
t—= g (x) dargestellt. — Siehe Abb. 3f und Zahlen 


tafel 1. 

Nunmehr wurde P=f[y (©) — w (x) aufge- 
zeichnet; s. Abb. 3g, Druck-Wegkurve. 

Das Gewicht der Oberwalze (145 kg) und der 
beiden Meßdosen (2>< 12 kg) wurde bei der Aus- 
wertung der P-Kurve nicht berücksichtigt. Vor 
jedem Versuch wurde für jedes Lager die Nullinie 
des Druckes geschrieben. 

Die Durchflußzeit 7 konnte direkt aus dem 
Druckdiagramm als Abszissendifferenz des Beginnes 
und des Endes der P Kurve (horizontale Tangenten) 
abgelesen werden. 

Aus der P-Kurve, die eine Summenkurve ist, 


> 


dt , 
wurde die Differentialkurve — ermittelt und aus 


dx 
dieser durch Division durch die 
zugehörigen Breiten die Kurve der 
Vertikalspannungen 

ap . 
0, = . Siehe 
b:dx 

Abb. 3h. 

Sämtliche o,, 
sowohl die für Eisen 


als auch die für Blei, u 





beginnen mit einem EICH, 33 35 .— 


Wert, der über Null Pas! 

liegt, steigen alsdann 

bis zu einem Höchstwert und erreichen an der Aus- 
trittsstelle © = 0 den Wert Null. 

Das o, an der Eintriitsstelle wurde als die 
Quetschzahl &k angesprochen, d. i. derjenige bezogene 
Druck, bei welchem die erste bleibende Formände- 
rung eintritt. Daß das k sich aus der P-Kurve 
nicht auch an der Austrittsstelle ergibt — wie dies 
auch der Plastizitätsgleichung nach v.Kärmän ent- 
sprechen würde — dürfte sich damit erklären, daß 
dort bei immer kleiner werdendem Zentriwinkel ein 


') Für die Ermit# 
lung der Druck -Wegkurve Abb. 3h. 
ist das Voreilen belanglos, 
weil in ihr weder die Zeit t 
noch die Geschwindigkeit v 
vorkommt. Die Druckver- 
suche wurden nur mit kur 
zen Stäben bei sehr kleinem 
vn» ausgeführt. Zur Ermitt- 
lung des Voreilens von 
walzwarmem Eisen müßten 
eigene Versuche bei größe- 

rer Walzgeschwindigkeit 
ausgeführt werden, um den x 





Temperaturabfall zu ver- mm 36867 35 12 m. 


meiden, 
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stetiger Uebergang zu 9 = 0 stattfindet und damit die Höhenabnahme des Stabes in dem 
Teil unmittelbar vor der Austrittsstelle sehr gering ist (elastische Formänderung), während 
beim Eintritt unter dem Greifwinkel Ymaa mit der beim Fasseu des Walzgutes sich bildenden 
(rreifkante bei größter Höhenabnahme momentan die plastische Umformung beginnt, gegen 
die die sehr kleine elastische gänzlich verschwindet. — Der Abfall der o, zum Nullwert 
an der Austrittestelle stimmt jedoch mit dem Dresdenschen Ansatz für die Plastizitäts- 
gleichung überein; siehe im Abschn. 4. 


Die Spannungshiügel, welche 6 

bei den Warmwalzversuchen zwi- rg 
‘ Mm? 

schen o, an der Eintrittsstelle und 146 













dem Höchstwert von 0, auftreten 
(Abb. 4), sind lediglich auf Ab- 
kühlungserseheinungen des Stabes 
zurückzuführen; sie entstehen da- 
durch, daß der von den Walzen 
erfaßte Stab, welcher an deren 
glatten Oberfläche nicht sofort ge- 
grifien hat, was insbesondere bei 
eroßer Höhenabnahme der Fall ist, 
durch die Walzen an der Greif- 
kante und unmittelbar dahinter ört- 
lich abgekühlt wurde. Wenn nun 
dieser kälter gewordene Stabteil 
weiter zwischen die Walzen kam, 
so war der für ihn aufzuwendende 
Formänderungsdruck größer als 
wenn der Stab nicht abgekühlt 


136 


128 


124 
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Abh. 4. 


worden wäre. Bei den warm gewalzten Stäben mit kleiner Höhenabnahme, bei denen ein 
sofortires Fassen erfolgte und die Walzen nicht Zeit hatten, die Greifkante abzukühlen, 
trat diese Erscheinung nicht auf; desgleichen auch nicht bei Blei und hier auch dann 
nicht, wenn mit sehr großer Höhenabnahme gewalzt wurde; siehe Abb. 5. 
Aus dem Verlauf der o, folgt: 
I. Die Vertikalspannung am Greifwinkel ist die »Quetschzahl«, d. i. diejenige 








Spannung, bei der die erste bleibende Formänderung eintritt — 0," —. 
2. Die Vertikalspannungen im ganzen Umformungsgebiet verteilen 
sich derart, daß sie von der Quetschzahl bis zu einem Span- 6, 
nungshöchstwert steigen und von diesem bis zum Nullwert an ha 
der Austrittsstelle fallen. o{mm? 
18 
16 
14 
12 
T Jo 











Abb. 5. 
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Damit wäre der von v. Kärmän theoretisch ermittelte Spannungsverlauf der 0, — q 
prinz!piell durch den Versuch bestätigt. — Die Unstetigkeit der v. Kärmänschen Kurve 
im Höchstpunkt und die Stetigkeit der »Versuchskurve« an dieser Stelle beeinträchtigt 
weder die T'heorie noch das Versuchsergebnis, da die Theorie einerseits lediglich die 
Lösung der Differentialgleichung wiedergibt, die zwei Bedingungen zu erfüllen hat (zwei 
Kurvenäste) und der Versuch andererseits alle Wahrscheinlichkeit für sich hat, daß der 
Walzvorgang im ganzen Umformungsgebiet stetig ist. 

3. Die aus der o,-Kurve zu ermittelnde mittlere Spannung o,'itte! ist derjenige 
Wert, der bis nun in der Walzwerksliteratur als k-Wert angesprochen wurde. 

Wie aus den Puppeschen Versuchen zur Ermittlung des Kraftbedarfes, bzw. aus 
vielen von uns selbst durchgefürten Walzdruckmessungen und auch aus vorliegenden 


Versuchen folgt, ist — je nach Temperatur und Höhenabnahme und wohl auch Walz- 
geschwindigkeit — o,Nittel bedeutend größer als 2 bis 6kg/mm?’, mit welchem Werte 


zumeist gerechnet wurde. Siehe Zahlentafel 6. 
4. Der zu 0,"W#* gehörige Winkel 7 ist der Greifwinkel schlechthin; von hier ab 
beginnt das Voreilen. Siehe Zahlentafel 3. 
ö R R . a R en 
5. Aus der o,-Kurve im Verein mit der Stabbreite, bzw. aus der -Kurve ist der 
dx 


Angriffspunkt der Resultierenden am Walzenumfang zu ermitteln. (Schwerpunktlage der 
P 


> 




















Fläche ds) 
J dx 
Ö Zahlentafel 2. 
In Av 
Werk t hi bi ha bg Ih Ib 2) max 0, pP 
V.Nr i hi h 
stoff 
C mm mm mm mm mm. mm 0/0 0/0 kz mm? kg mm? ke 
59 Eisen 1230 20,0 29,0 11,6 32,0 8,4 3,0 12,00 10,34 3,045 25.690 12415 
50 » 1220 20,0 29,0 9,6 34,0 10,4 2,0 52,00 17,24 2,234 16,456 20996 
61 > 1250 20,0 29,0 9.0 | 34,2 .11,0| 5,2 55,00 17,93 2.301 35.045 19400 
62 > 1260 20,0 29,0 8.5 | 35,7 | 11,9 | 6,7 57,50 23,10 2,708 56,119 20700 
63 5 1260 20,0 29.0 8.571 85.5 111.7 85 8,50 22,41 2,030 10,001 20200 
64 » 1260 20,0 29,0 7.5|136.0 1125 7,0 62,50 24,14 2.030 15,181 23500 
73 > 1230 20,0 48,5 17,0. 49,0 3,005 15,00 1,03 1,214 12,264 6280 
74 » 1010 20.0 | 48.5 17.0 49.0 30 05) 15,00 1,05 2,6530 24,893 13050 
75 . ca.930 20,0 485 17,0 490 3.0. 05 15.00 1.03 2,226 27,126 7270 
P 5.503 = 
16 » > 850 20,0 48,5 17,0 49.0 3,0 0,5 15,00 1,08 | ou 917 33,860 17957 
20, 
ud « ”r " e B 3,0535 2 m FR 
13 > - 700 20,0 485 17,0 49,0 3,0 0,5 19,00 1,03 .a9a99 9,479 26750 
£ I,‘ Su 
25 Blei 21.0 49,7 80 545 12,0 4,5 57,14 966 0.513 5,820 6574 
26 90 545 4,5 57,0 1.5: 2,5 50,00 1,59 0,720 12,350 6623 
27 1.5 | 87,0 2,0 60,7 2,9. 8.7 55.55 6.49 1.205 16.786 5789 
28 2.0 60,7 1,0 62,0 .0| 1,8 50,00 2,14 1,293 17,797 4317 
29 20,35 49,0 7,9. 55,0 12,9 6,0 62,01 13.33 0,521 6,739 7163 
30 79 550 2.3 162,0 9,6 7.0 T0.SS 2.73 0,749 15.612 10450 
Zahlentafel 3. 
} 
2= v7 — vu 'Y 
‚ 27" + ha 2 ix h., ha v. v2 1009 
V.Nr, e u tz ) ! hy 
mn mm _ nm mm mm mm sek. mm/sek 9,09 
59 | 261,6 11 0,08835 249,01 12,59 | 11,6 6,809 7,390 8,59 1,0858 
6l 259,0 9 0,07218 249,38 y,62 9,0 9,674 10,341 6,89 1,0689 
64 257,5 9 0,07218 249,38 8,12 7,9 11,098 12,016 8,27 1.0827 
29 257,9 15 0,12078 248,39 9,51 1.9 10,115 12,176 20,38 1.2038 
22 
Höhe am Haftpunkt h„ = (2r + ly . 
‘ X Y 


d 
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b) Bemerkungen zu den Versuchen. Aus den Versuchen wurden drei Gruppen 
herausgegrilien, und zwar siehe Zahlentafel 2. 

l. Versuche Nr. 59 bis 64; Eisen; steigende Höhenabnahme bei gleichbleibender 
Temperatur. (Der Temperaturbereich schwankte zwischen 1220 und 1260° ©.) 

2, Versuche Nr. 73 bis 77; Eisen; gleiche Höhenabnahme bei fallender Temperatur. 
lemperaturbereich von 1230° bis ca. 700° C 

3. @) Versuche Nr. 25 bis 28; Blei; Stufenwalzung. Ein 21mm starker Bleistab 
wurde auf 9 mm ausgewalzt; dieser 9 mm starke auf 4,5 mm, dieser auf 2mm und dann 
weiter bis auf 1 mm. 


P) Versuche Nr. 29 und 30; Blei; ein 20,8 mm starker Bleistab wurde auf 7,9 mm 
und dieser auf 2,3 mm ausgewalzt. 

Die Temperaturen wurden mit einem Wanner Pyrometer unmittelbar vor den 
Walzen gemessen 

Zu 1. Bei den Versuchen Nr. 59 und 60 sind die durch die Abkühlung der 
Kanten des Stabes beim (reifen entstandenen Spannungshügel deutlich sichtbar, ebenso 
bei Versuch Nr. 64, wenn auch hier bedeutend schwächer. Bei den Versuchen Nr. 61 bis 63 
sind diese Abkühlungserscheinungen nicht aufgetreten, weil diese Stäbe schneller gegrifien 
haben. Die 0,‘ bewegen sich zwischen 2 und 3kg/mm?. Bei Versuch Nr. 62 ist trotz 
der hohen Temperatur von 1260° 0,MaX — 56,12 kg/mm?. Hier wäre im Hinblick auf die 
Versuche Nr. 63 und 64 ein kleinerer Wert zu erwarten gewesen; es ist jedoch möglich, 
daß die Temperatur im Stabinnern niedriger war als an der Oberfläche. 

/ı 2. Bei den Versuchen Nr. 74 bis 77 sind die Spannungshigel noch schärler 
ausgeprägt, was auf die viel niedrigeren Temperaturen zurückzuführen ist, bei denen 
eine noch raschere Abkühlung eintritt. Bei den Versuchen Nr, 75 bis 77 ist das sehr 
rasche Ansteigen der Spannungen sofort nach Erfassen des Stabes auffallend, insbesondere 
bei Versuch Nr. 77, bei welchen die Spannung unmittelbar nach dem Erfassen auf 
Oke/mm? ansteigt. Es wird demnach das wirkliche 0,‘ bei den Versuchen Nr. 75 bis 77 
wahrscheinlich einen Wert haben, der zwischen 0,‘ und dem Höchstwert des Spannungs- 
hügels liegt 

Zu 3. Bei den Bleiwalzversuchen treten nirgends die Spannungshügel auf. Be- 
merkenswert ist, daß o,MAX von der Austrittsstelle weiter entfernt ist als bei Eisen. Daraus 
folgt, daß der Greiiwinkel schlechthin (y) zwischen Blei und Hartgußwalzen größer ist 
als der zwischen warmem Eisen und Hartgußwalzen und daß demnach das Voreilen von 
Blei ebenfalls größer ist als das von warmem Eisen. 

Das systematische Anwachsen der o,' in der Gruppe «) von 0,513 auf 1,293 kg/mm’, 
bzw. in Gruppe P) von 0,521 auf 0,749 kg/mm? zeigt das beim Stufenwalzen auftretende 
Kalthärten. 

In den Zeichnungen ist nur der Versuch Nr. 29 dargestellt. 


3, Mittlere Durchflußzeit eines Punktes durch das Umformungsgebiet bei 


breitungslosem Walzen. Es ist y=r(l—cosg)+ - Das sekundlich durch einen 


- 


(Querschnitt fließende Volumen (Stabbreite 1 gesetzt) ist CO = 2yv,. und daher 
4 


2r(l—eosgp) + hy 


! da rcosodı« z 
Mitz=rsiag und v—= = “7 wird 
dt at 
x x rmax 
j (" : dl .r Tr cos (|2r(1 — cos Y + ha] r 7 92 ] 
/ — |dt= | dg —— I 2r—+t Ns c05 9% — Zr cos’gy)idg 
v i C Q. 
(0) i U) v) 
r & sin 2 Y max Yını 
—- [ 3 r — h;5) sın (max PR: 2 | / — 2 | 
OL 4 Br 
a 2. 
Die Formel stimmt mit den Durchflußzeiten, die aus den Versuchen mit 2 
.. . ® 
gerechnet wurden, gut überein. v 


4. Die Plastizitätszahl S beim Walzen. D. Dresden setzt die Differenz aus 
den beiden Hauptspannungen nicht gleich der doppelten maximalen Sohubspannung, 
sondern proportional einer Piastizitätszahl oder Bildsamkeitsziffer S, der Formänderungs- 
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R R “u . : ne . . 
geschwindigkeit ” und umgekehrt proportional der jeweiligen Höhe h des Walzgutes, 
( 
die beiden letzten Faktoren bezogen auf den zu untersuchenden (Querschnitt. 
Die Plastizitätsgleichung lautet daher 


d h 
0,06, —— N 
hdt 


oder ausgeführt 
2Ky 


7.9 
ho“ 1 4 N g“ # 


In dieser Formel bedeutet K=vh = vwyh, = v.hy, wobei Ay die Höhe des Walzgutes 
m 

am Haftpunkt, gleich ist A,=(?2r+ h; “” ; siehe Zahlentafel 3. Ferner ist » | 

- tg y h2 


‘ 


Für die Eintrittsstelle bei Ymax ist 0,—06, und 6,.—=0, d.h. es ist 


y 











2K (max 2K ma 
ns KIM 92 KYmmn 
(ha (1 ! "Imax 2 h‘, 
und hı“ er 
N —— ° VD, > . : a «) } 
2K Yma ' 
y . . . ker sek r “ . 2 . na i £ 
S hat die Dimension -.  Zahlentafel 4 enthält die 8 Werte für 3 Eisen- und 
Inm“ 
1 Bleiversuch. 
Zahlentafel 4. 
hi“ 
W TK Te ID r 1 } ) % Kool ( m = fj n S 
V-Nr erk Temp. o hı Kt h, / Rh 2 Kg, 
stofl 2 
”o ke/mm? mm mm nm mm’/sek. mm*/sek sek kesek/mm‘“ 
59 Kisen 1230 3,045 20 12,59 6,809 85,725 0,260 14,577 8,973 27,32 
61 > 1250 2.301 20 962 9674 93,064 0,298 55.466 «513 16,59 
64 > 1260 2.030 20 8.12 11.098 90,116 0,318 57.314 6.979 14,17 
29 Blei ._ 0,521 20,8 9.51 10,115 96,194 0,323 62,141 6,962 3,63 
Nunmehr kann auch die Horizontalspannung 9, berechnet werden. Sie ist 
q » 
Ö- == 0, D \ i R (6 
j 4 ] 9° u r 
wobei IR 
D=-S 
{7 


für ein und denselben Versuch eine Konstante ist. 


5. Die Walzleistung. Sie wurde auf drei Arten gerechnet. Es wurde 


l. die aufgewandte Leistung unter Berücksichtigung des Voreilens ermittelt. Hier- 
bei leisten die Walzen im Bereich von Ymax bis zum Haftpunkt bei y Arbeit, indem sie 
das Walzgut einziehen. Der Reibungskoeffizient ist + «. Im Haitpunkt haben Walzen 
und Walzgut die gleiche Geschwindigkeit. Von hier bis zum Austrittsquerschnitt, in 
welchem das Walzgut eine größere Geschwindigkeit hat als der Walzenumfang, leistet 
das Walzgut Arbeit, indem es die Walzen zu beschleunigen sucht. Der Reibungskoeffi- 
zient ist — u. Siehe Abb. 1, 2a, 2b und 6, sowie Zahlentafel 3 und 5. 

Im Gebiet Yunax bis / ist der bezogene Normaldruck auf die Walze 


3 
1 
1 + ut / 
I i \ h hy ho Y 4 
) Es ist Goa 2 +r(i1—coyp= 0 + vr hol] c9sg und wenn cosg 1 2 resetzt wird, 
dh rdg rdyg h hl +ı g*) 
h=hs(l+rg*), somit = — 2rh3ay; ferner ist v undd! = rdg dig . 
dy dt v I RK 
Damit wird dh 2vhhy' dy’Kk Kg 
dt wi rdgy’hg 1 +? p*) (tl +9 p°) 
und d h 2 K Y 


hdt ha“ (1 vg? 
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x . wm Fr Oy 
Im Gebiet y bis 0 hingegen n-— 
u iz Y 


Damit folgt, wenn 5, die mittlere Breite des Walzgutes ist, 


\ TMAax j / 
/ = 2 ur "Dun: /nd J /ndy, : ö : i a (7). 


‘ 


Zahlentafel 5. 























2 / | uterdg O 0 7 /n lc 
V.-Nr / . 7 
mm 0 ke /’mm‘ ke/mm? ke/mm® ke/mm? 
90 [S 2’ 1.024 203 0.00 1.98 
98 129 5% 1.01% 11,32 3,28 11.13 al D=46,1 kg/mm? 
‚69 a 
15 8% 17 1,011 26,44 22,75 26,15 | “„=+ 0,072 
1,00 ’ 5 14.96 
64 Q | OR +5,18 12.91 2 Ze 
0,99. 19,41 Te 0.072 
ö z J 
t 2 15 0,994 14,0, 12.04 14.11 = 
2 2 0,94 
| 23 0.998 1:83 3,41 1,52 
\ 
() () (N 1.000 0.00 0.00 0.00 
R 
kn 
35 
30 
25 
4 
2N 
70 
Pax > ; 
JNay Spray 
) oO J 
#‘ y 
‘ 4 
} PIE RE RE LIES ERBEN J 0 
) . 0,08 U.0% 4 
Abb. 6, 


2. die aufgewandte Leistung unter der Annahme ermittelt, daß die Walzen im 


Voreilgebiet auch positive Arbeit leisten, womit 
max 


L. = 24 v0 7 Dm /ndg ee 
0 


wird. 

3. die »Nutzleistung« gerechnet, d. i. diejenige kleinste Walzarbeit je Sekunde, 
wenn die Vertikalspannung im ganzen Umformungsgebiet konstant bliebe und denjenigen 
Wert hätte, bei welchem die erste bleibende Formänderung auftritt, d. i. 0,‘ Sie beträgt, 


wenn |". > Ay v, das sekundlich durch den Querschnitt fließende Volumen ist, 
r . h; \ 
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on : ’ ’ .. . Nutzleistung 
Es wurde ferner der Wirkungsgrad bestimmt, womit das Verhältnis 
ufzewandte Leistuns 


bezeichnet wird 
5.4 I. I . 
Es ist N ; bzw. = = (Siehe Zahlentafel 6. 
Ersterer entspricht den Ergebnissen aus praktischen Versuchen '), letzterer scheint 
jedoch zu klein zu sein. 
Zahlentafel 6. 











a v LI N I 

Werk- Temp. h hy b 
N m ! r 

stofl mm kemm ke mm kz mm 

er mm mm nm sek. sek. sek. sek. 

59 Fisen 1230 20 11.6 30.5 0.088 5.809 1331.0 025.7. 14803.0 0.86 0.29 
61 > 1250 20 9,0 31,6 0,072 9,6074 5399,9 14774,4 26494.9 0,37 0,20 
64 > 1260 20 5,9 32,5 0,072 11,098 5826,6 23891.8 36486.9 0,24 0.16 
29 Blei 20,8 1.9 02.0 0.123 0.115 2520,08 1057.3 16945 1 0,62 0,15 


6. Schluß. Aus der Untersuchung folgt: 


l. Die Vertikalspannung ©, ist nicht konstant und behält nicht den Kleinstwert 
bei, bei dem die erste bleibende Formänderung auftritt. Sie erreicht Werte, die wesent 
lich, zuweilen um das Vielfache über den bei den entsprechenden Temperaturen bis 
jetzt angenommenen liegen. 

2. Die für die Umformung tatsächlich aufzuwendende Leistung ist größer als die 
Leistung, wie sie bisher nach der Finkschen Formel L=XkV Ignat - gerechnet wurde, 

2 

Zu 1. Die Kenntnis der Größe der 6, und deren Verlauf bieten eine Grundlage 
für die Dimensionierung der Walzen (Walzendurchmesser, Ballenlänge, Biegungsmoment, 
Zapfendurchmesser, Verhältnis von Walzendurchmesser: Zapfendurchmesser, zulässiges 
Schlichtmaß für das Abdrehen der Walzen) und die Größe der zulässigen Kalibertiefe 
(die Parabel gleichen Widerstandmomentes — kubische Parabel muß vollständig innerhalb 
des Walzenkörpers zu liegen kommen und darf nirgends die Kaliber schneiden). Die 
Berechnung des resultierenden Druckes unter Zugrundelegung eines spezifischen Druckes 
von 2 bis 6 kg/mm’ ergibt zu kleine Werte. 

Zu 2. Die Kenntnis der tatsächlich aufzuwendenden Leistung für einen Stich, bzw 
in einem Walzenstrang für mehrere gleichzeitige Stiche bildet die Grundlage für die 
Dimensionierung des Antriebs. Diese ist das schwierigste, weil unsicherste Kapitel im 
Walzwerksbau. Die Schwierigkeit ist lediglich aus der Unkenntnis der Größe der reinen 
Umformungsarbeit entsprungen. ‘Aus dem Wirkungsgrad folgt, daß die logarithmische 
Formel für die Walzleistung zu kleine Werte ergibt. Mit der größeren Umformungsarbeit 
ergibt sich wegen der größeren Zapfendrücke unmittelbar eine größere Zapfenreibungs- 
arbeit, die ihrerseits wieder die Verwendung des größeren Drücken standhaltenden Lager- 
metalls (Legierungen mit nur geringem Bleizusatz) verlangen. Ferner entsprechen der 
größeren Walzleistung infolge der dadurch erhöhten Zahndrücke in den Getrieben größere 
Getriebeverluste. 

Daraus folgt, daß bei der Berechnung der Größe eines Antriebs für eine Walzen 
straße, dessen Gesamtleistung sich zusammensetzt aus a) der tatsächlich aufzuwendenden 
Leistung ZL, für die Formänderung des Profiles, b) der Zapfen- oder Laagerreibungsleistung 
L., ec) den Getriebeverlusten Zs, d) der Leerlaufleistung der Walzenstraße Lir und e) den 
Verlusten im Antrieb selbst Z,, die richtige Ermittlung von 7, von grundlegender Be 
deutung ist. 

Der Mangel einer zureichenden Formel zur Berechnung der Umformungsleistung 
ist in neuerer Zeit, wo die neu zu bauenden Walzenstraßen zum grüßten Teil elektrisch 
angetrieben werden, um so fühlbarer geworden, weil die Motoren nicht so große Ueber- 
lastungen wie die Dampfimaschinen vertragen und von der richtigen Dimensionierung des 
Antriebs die Wirtschaftlichkeit der ganzen Anlage abhängen kann. 950 


Ih Tafel. Der Wirkuneserad unserer Walzwerke. Stahl u, Eisen 1919, 8. 381 Preußleı 
Erinittlune der reinen Umtormungrsarbeit., Stahl u. Eisen 1920, S. 6141 
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Potentialströmung durch ruhende oder bewegte Schaufelgitter 


mit Schaufeln von beliebiger Form. 
Von W. SPANNHAKE in Karlsruhe (Baden) und W, BARTH in Völklingen a. d. Saar '). 


A. Allgemeine Darstellung der Methode. 


1. Stellung der Aufgabe und Grundgedanken der Lösung. In den letzten 
ahren sind Strömungen durch Parallel- und Kreisgitter von Schaufeln mehrfach Gegen- 
tand der theoretischen Behandlung gewesen. Soweit diese sich die Aufgabe stellen, 
exakte Lösungen für die Potentialströmungen zu liefern, beschränken sie sich alle auf das 
‚ebene Problem« und verwenden die Methode der konformen Abbildung’). Die behandelten 
älle beziehen sich auf Schaufelkurven von solchen Formen, die für die Rechnung besonders 
bequem sind, also Gerade (Kutta, König, Spannhake‘) und logarithmische Spiralen. 
Sörensen, Schulz, Busemann'‘). Bei den verwendeten Abbildungsmethoden tritt 
fürallgemeine Schaufelfiormen immer die Schwierigkeit auf, daß sich mit Veränderung 


der Schaufelzahl z im Kreisgitter auch die Schaufelform und das Radienverhältnis 
indert, was mit den Eigenschaften der Abbildungsfunktion ww | x zusammenhängt. Diese 


bringen es auch mit sich, daß die Konvergenz des Verfahrens häufig nicht wünschenswert 
rasch ist, namentlich für Gitter mit überdeckenden Schaufeln bei verhältnismäßig noch 
reringen Schaufelzahlen im Kreisgitter 

Die Verfasser haben sich nun die Aufgabe gestellt, eine Methode zu entwickeln, 
welche die Abbildung u | vermeidet und mittels deren Kreisgitter und Parallelgitter 
mit allgemeinen Schaufelformen, bei Kreisgittern mit oder ohne Rotation untersucht 
und die Strömungen durch sie errechnet werden können. Die Beschränkung auf ebene 
Probleme ist vorläufie beibehalten. 

Die Methode baut auf zwei Grundgedanken auf: 

Erstens. Jedes Profil, das sich für eine Kreiselradschauiel eignet, läßt sich 
konform auf einen Kreis abbilden, sei es eine irgendwie gekrümmte Linie, oder ein 
\4 


verdicktes« Profil (Joukowskv-Profile oder allgemeinere) 


) 

Zweitens. Wenn in eine irgendwie gegebene Strömung ein oder mehrere Körper 
eingebracht werden, die sich in ihr bewegen oder in ihr ruhen, so lassen sich die Störungen, 
die dadurch in der ursprünglichen Strömung hervorgerufen werden, durch Quellverteilungen 
auf der Berandung der Körper darstellen und durch die entgegengesetzt gleichen Quell- 
verteilungen beseitigen Dies heißt nichts anderes, als daß alle Randwertprobleme auf 


(1 Igedanke und endgültige Fassun dieser Arbeit stammen vo ersteenannten. Jie Aus 
' vol na Verfasser. 
) W I. Kut l’eber Zirkulationsströmungen nebst flugztechnischen Anwendungen. Sonder- 


abdruck aus den Sitzungsberichten d. Königl. Bavr. Akad. d. Wiss, Math. phvs. Kl. 1911, 4ter Spezial 


fa) St k die Jalousie. Parallelegitter mit Schaufeln senkrecht zur Gitterachse. E. König: 
tentialströmung durch Gitten Diese Zeitschr. Bd. 2 (1922), Heft 6 P’arallelgitter mit Schaufeln 
hräg zur Gltterachse mit und ohne Ueberdecekung. - W,Spannhake: Die Leistungsaufnahme einer 
arallelkrän en Zentriluealpumpe mit radialen Schaufeln. Festschrift der Hochschule, Karlsruhe 1925, 
‚der auch Hvdraulische Probleme VDI-Verlag 1926. Erstmalige exakte Behandlung eines rotierenden 
Gitters durch Trennung der verschiedenen Randwertprobleme W,Spannhake: Anwendung der kon- 
nen Ahbildun uf die Berechnung ıı Strömungen In Kreiselrädern (Erste und zweite Randwert- 
ıfgabeı Diese Zeitsel Bd 925 Heft 6. Vortrüge der Danzieer Tagung. Allzemeine Formu- 
r } les P hle & 
Bi, 8 ensen Potentialströmunzen ırch rotierende Kreiselräder. Diese Zeitschr. Bd. 7 
1927 Heft 2 Radialräd it rarlthmischben Spiralen. \bbildunz auf die reelle Achse — 
V.Schulz: Das Förderhöhenverhältnis radialer Kreiselpumpen mit logarithmisch - spiraligen Schaufeln. 
iese Zeitschr. Bd. 8 (1928 Heft 1. Näherungsweise Abbildung auf den Kreis. — Busemann: Das 
lerhöhenveı ltnis radial: Kreiselpumpe t logarithmisch -spiraligen Schaufeln. Diese Zeitschr. 
28 He! Hxakte Abbildunz auf den Kreis. 
Ktwna: ndere Wege el Pavel siehe Ann I auf S. 167 
'); Siehe Grammel: Die hvdrodynamischen Grundlagen des Fluges. — v. Kärmän-Trefftz: 
’otentialströmungen um gegeben Tractlächenauerschnitte. Zeitschr. f. M. FE. 1928. - v. Mises: Zur 
heorie des Tragflichenauftriebe Zeitschr. f, M. F. 1917 18. Gecekeler: Ueber Auftrieb und statisch: 
tabilität von Flurzeugtracfläche I hrer \bhänriekeit von der Profilform \liinehener ])isser- 
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solche zweiter Art zurückgeführt werden können!). In besonderen Fällen, oder als 


Näherung, können an Stelle der Verteilungen auf dem Rande auch Verteilungen im Innern 
der Konturen treten. 

Im übrigen wird die Strömung wie in den früheren Arbeiten in eine »Durcehfluß 
strömung« mit Zirkulation um die Schaufeln und eine »Verdrängungsströmung 
zerlegt ‘). 

Die Bestimmung des ersten Strömungsanteils ist zunächst ein Randwertproblem 
erster, die des zweiten unmittelbar ein solches zweiter Art 


2. Zurückführung des Randwertproblems erster 
Art auf ein solches zweiter Art. a) Ein Randwertproblem q 
zweiter Art liegt dann vor, wenn aui der Begrenzung des “ 
Strömungsfeldes Vorschriften über die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit gemacht werden. Unmittelbar so gestellt wird 
die Aufgabe bei den Verdrängungsströmungen. Solche 


_ 
Strömungen werden durch Bewegung eines Körpers in einer 
im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit hervorgerufen. Die Ge 
schwindigkeiten an der Körperoberiläche sind in diesem Fall 
% 


nicht tangential gerichtet; damit jedoch die Wasserteilchen den 
Körper nicht durchdringen, muß eine bestimmte Normalkom 
ponente (C, der Absolutgeschwindigkeit C an jedem Punkt der I mw 
Oberfläche gefordert werden. Nehmen wir beispielsweise an, 
der in Abb. 1a dargestellte Körper rotiere mit der Geschwindig 





keit © um das Zentrum D. Ein Punkt ?P, der den Abstand v A 2 
vom Drehpunkt hat, besitzt dann die Umfangsgeschwindigkeit 
v—=r+:®. Damit die Strömung den Körper nicht durchsetzt, Abb. Ta. 


muß die Normalkomponente (', der Absolutgeschwindigkeit mit 
der Normalkomponente «, der Geschwindigkeit des Körperpunktes / 


’ 


iibereinstimmen 


s muß also sein: 


C ”"-@.-CoOoS%& 
« ist der Winkel zwischen dem Fahrstrahl r und der Konturtangenten des Punktes 7’ 


b) Bei ruhenden, umströmten Körpern liegt eine Durch 


flußströmung und damit zunächst ein Randwertproblem erster 2 
Art vor. Die Geschwindigkeiten an der Körperoberfläche dürfen re 


keine Normalkomponenten besitzen. Denkt man sich in irgend- 
eine, zunächst ungestörte Strömung, z.B. eine reine T'ranslations 
strömung oder in die einer Quelle oder Senke einen Körper ein- 
gebracht und festgehalten, so müssen die von der ungestörten 
Strömung an der Körperoberfläche herrührenden Normalkompo 
nenten zum Verschwinden gebracht werden. Dies kann durch 
Anbringen einer Quell-Senkenverteilung im folgenden kurz 
»(Juellverteilung« genannt — auf der Oberfläche des Körpers ge 
schehen. Diese muß also den ursprünglichen Normalkomponenten c ren 
— den »Störungskomponenten« entgegengesetzt gleiche hervor- 

rufen; außerdem erzeugt sie zusätzliche Tangentialkomponenten. 





Natürlich ist aber /c„.«o über die Oberfläche des Körpers = Null. 
Die Wirkungen der einzelnen KElementarquellen in die freie 
Flüssigkeit hinein klingen bei räumlichen Problemen wie Ir‘, bei 
ebenen wie 1/r ab. In Abb. ıb ist das Gesagte veranschaulicht. 


c, ist die von der Quelle @ am Körperpunkt P hervorgerufene Ge O4 
schwindigkeit mit der Normalkomponpente -,, und der Tangential Abb. Ih 

I) Siehe z.B. Lamb: Hydrodynamik. Deutsch von Friedel, Kap. III, 57 un “; oder auch 
Handbuch der Physik von Geizer und Scheel, Bd. VIfl, Kap. I, Ziffer 21, 24, 25 

Der gleiche (Gedanke in anderer Behandlung ist von P el] verwendet worden. Siehe Pavel 
Ebene Potentlalströmungen dureh Gitter uı Kreiselräder Zürieher Proınotionsarbeit 1925. Verla 
Rascher & (Cie Jedoch wird hier immer noch die Abbildung auf «las Polarnet erde deren Un 
gehun«e flir unsere Methode wesentlich is 


Ueber diese Bezeichnungen vergl e obeılı zitierten Arbeiten es erstgenannten Verfassers 
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komponente c,,. c, ist die von der überlagerten Quellverteilung in P hervorgerufene Ge- 
schwindigkeit mit der Normalkomponente «,„— — c,, und der (Zusatz-) Tangentialkompo- 


nente c,„, €, ist die resultierende, am Körper nur noch tangential gerichtete Geschwin- 
digkeit '). 

Eine reine Zirkulationsströmung um einen Körper führt natürlich, da sie an ihm 
selbst nur Tangentialgeschwindigkeiten besitzt, nur dann zu Randwertproblemen zweiter 
Art, wenn noch andere Körper mit oder ohne Zirkulation in der Strömung vorhanden sind. 


3. Bestimmung des Potentials einer Quellverteilung für eine an einer 


0 
beliebigen Kontur gegebene (,-Verteilung, welche die Bedingung /c,: do — 0 
erfüllt, für das ebene Problem. Mit der Feststellung, daß einer gegebenen c,-Ver- 
teilung eine bestimmte Quellverteilung entspricht, ist die Schwierigkeit zunächst nicht 
beseitigt, sondern nur verschoben. Insbesondere ist die gesuchte Quellverteilung im 
allgemeinen durchaus nicht proportional mit der C„-Verteilung, d.h. die Elementarquelle 
ist nicht etwa dgqg=c„:ds. Man sieht dies sofort ein, wenn man bedenkt, daß jede 
Elementarquelle im allgemeinen nicht nur an ihrem eigenen Sitz auf der Körperoberfläche, 
sondern auch an jeder anderen Stelle derselben Normalkomponenten erzeugt. Für das 
ebene Problem gilt es aber eine Kontur, nämlich den Kreis und als Grenzfall die 
unendliche Gerade, wo sich die Aufgabe dadurch vollkommen vereinfacht, daß die gesuchte 


(uellverteilung mit der gegebenen c„-Verteilung proportional wird. Dies hängt damit 
I 
zusammen, daß man beim Erfülltsein der Bedingung /c„ ds = 0 zu jeder Elementarquelle 
auf dem Kreis eine gleich starke Elementarsenke angeben kann und daß dies Quell- 
senkenpaar den Kreis zur Stromlinie macht, also an keiner Stelle, außer an den beiden 
ihrer eigenen Sitze, Normalkomponenten hervorruft. Die weitere Verfolgung dieser Ver- 
hältnisse ergibt, daß die Elementarquelle für die Stelle mit der Normalkomponente c, die 
Ergiebigkeit dg=2c„:ds haben muß (weil die Quelle sowohl den Außen- als auch den 
Innenraum des Kreises mit Flüssigkeit zu versorgen hat). Dann kann man aber für 
die Strömung im Außenraum eines Kreises in der {-Ebene mit gegebener c,--Verteilung 
sofort das komplexe Potential hinschreiben. 


Ks wird: n 


dD=-| led ve) ody . wer . (1), 

T 

wenn der Mittelpunkt des Kreises im Nullpunkt der $-Ebene liegt und sein Radius e ist!). 
„x ist die Normalkomponente am Kreise der [-Ebene, sie ergibt sich aus der an 

einer beliebigen Kontur der Ebene gegebenen c,„.„ durch die Beziehung 


1 w 
Cnt = Cau =® os oo. (2), 
ac 
dw . “| . - ° . . 
wenn -_ der Absolutwert der Ableitung der Funktion :—=f(s5) ist, mittels deren die 


ds 


Kontur auf den Kreis abgebildet wird. 





4. Methode sukzessiver Approximation bei z Schaufeln im Kreisgitter. Die 
Strömung eines radialen »Einschaufel-Kreiselrades« mit beliebigem Schaufelprofil läßt sich 
aus der Strömung einer Wirbeljuelle um einen eingelagerten Kreis herum (Potential in 
geschlossener Form, Spiegelung der Wirbel4juellen und der # fernen Senke am Kreis) 
mit Zirkulation um diesen unter gleichzeitiger Ueberlagerung der Verdrängungsströmung 
jederzeit leicht ermitteln und in die bekannten Teilströmungen zerlegen. ÖOrdnet man ? 
solcher Schaufeln und »Einschaufelströmunrgen« achsensymmetrisch um den Sitz der 
Wirbelquelle herum an, so ruft die Summe der z Einschauielströmungen an jeder der 


Schaufeln störende Normalkomponenten — im folgenden kurz »Störungskomponente« ge- 
nannt — hervor, und zwar — wegen der ÄAchsensymmetrie — an jeder Schaufel die 


eleichen. Man kann sie durch 2 Quellverteilungen beseitigen, deren jede an den ein- 


!), Pavel nennt die von der (iberlagerten Quellverteilunge herrührende Strömung Hilfs 


strömung 8. a. 82V 
Der exakte Beweis für die obige Entwicklung kann in analoger Weise, wie bei Sürensen 
a.a. 0, für die Gerade angegeben, geführt werden. 


Siehe die oben wvenannten Arbeiten des erstgenannten Verfassers, 








ıngew. 
Mech. 


 Ge- 
mpo- 
ıwin- 


ihm 
eiter 
sind. 


iner 


— (0 
Ver- 
richt 
' im 
ıelle 
jede 
‚che, 
das 
die 
chte 
amit 


elle 
ıell- 
iden 
Ver- 

die 
den 

für 
ung 


st), 
an 


die 


Die 
ich 

in 
eis 
Ing 
n 2 
der 
der 
ge- 
die 
in- 











I)aq1 4 + bh " 4 . . T 
Bau ©, "ES Spannhake und Barth, Potentialströmung 164 
l)eze Ja 


zelnen Schaufeln die gleiche ist; also wieder auf einfache Weise durch Zurückgehen in 
die {-Ebene, d.h. an die Kreiskontur, bestimmt werden kann. | Dadurch werden die ersten 
Störungen beseitigt, aber neue, und wieder an allen Schaufeln gleiche, hervorgerufen. 
Diese sollen als solche zweiter Ordnung bezeichnet werden, ohne damit zunächst eine 
Vorstellung über die Größe zu verbinden. Sie werden genau so beseitigt wie die ersten 
und rufen nun solche dritter Ordnung hervor, die wieder beseitigt werden usw. F ür das 
endgültige Potential ergäbe sich rechnerisch eine Reihe, deren Konvergenz allgemein zu 
untersuchen wäre.’ Hierauf wird hier verzichtet, da die durchgerechneten Beispiele ‚selbst 
bei acht Schaufeln noch eine sehr rasche Konvergenz ergeben. Uebrigens ist es in Fällen, 
wo die Konvergenz nicht befriedigen sollte, auch möglich, in folgender Weise vorzugehen: 
Man bestimmt aus dem Einschaufelrad erst ein Zweischaufelrad, dann ein Vier-, weiter 
ein Achtschaufelrad usw., wodurch der Grad der Konvergenz unter Umständen verbessert 
wird. Man kann im übrigen das Veriahren auf die Gesamtströmung, wie auch auf die 
Einzelströmungen — Durchfluß — Verdrängungs- und Zirkulationsströmungen anwenden. 
Es kann dabei zweckmäßig sein, auch die Einschaufelströmung unter Zuhlitenaäme von 
Quellverteilungen an der ersten Schauiel, als nicht in der oben angegebenen W eise dar 
zustellen. Dies ist in dem durchgearbeiteten Beispiel geschehen. Das vorteilhafteste 
Verfahren wird von Fall zu Fall auszuwählen sein. Jedenfalls ist die Methode sehr be- 
weglich, insb. zur Untersuchung von Einzelfällen; sie entspricht vor allen Dingen un- 
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nittelbar dem praktischen lall, wo ein Schaufelrad in Vergleichsversuchen mit Schauflungen 
verschiedener Schaufelzahl, aber gleicher Schaufelform bei gleichem Radienverhältnis 
ausgerüstet wird. Sie eignet sich für ein halb rechnerisches, halb zeichnerisches Ver- 
fahren, das in Abschnitt B an einem Beispiel durchgeführt wird 


B. Durchiührung der Methode an einem Kreisgitter 

aus geraden, gegen den Radius geneigten Schaufeln. 
I. Geomeirische Beziehungen zwischen :-- und [-Ebene, Siehe Abb. > 
Durch den Mittelpunkt der Schaufel I wird ein Koordinatensystem «, v gelegt. Die 
koordinate fällt in die Richtung der Schaufel selbst. Die Länge der Schaufel wird in 
‚wei Kinheiten angenommen. Der Mittelpunkt D des Schaufelsvstems hat die Koordinaten: 


tl 1.8 i » Ai 
je bene wird nun auf die -Ebene mit gleichem Nullpunkt und den Koordinaten 
ce||v, y|® so abgebildet, daß der Schaufel I der Einheitskreis der (-Ebene entspricht 
Dann gilt bekanntlich: 
Ben FE EEE; (3) 


Die dieser Formel entsprechende Kon- 

struktion von Punkten der ı“ Ebene aus 

denen der [-Ebene ist bekannt?) Hier 

handelt es sich um die umgekehrte Auf 

gabe. Die Abbildungsfunktion kann auch 

\ in der Form { Th | Tb | | w — 1 
\ eeschrieben werden. 

f STARS. \ . ;. Faßt man die einzelnen (srößen als 

“ '#®° Vektoren auf, so ergibt sich die in 

= \ Abb. 3 ausgeelührte Konstruktion. Man 

5‘ findet aus dem gegebenen Punkte @ der 

IW-Ebene den entsprechenden Punkt P 

L . in der ©-Ebene, indem man von Punkt 





“ IS bzw ud Q eine Strecke von der Länge 07 * 0: 
£ u 2 parallel der Winkelhalbierenden des 
Winkels $ abträgt. o, und @» sind die 
"ahrstrahlen von dem Punkte M nach 
den Punkten, die um den Abstand -- I 
in Richtung der &-Achse von dem Punkt 
N 4} entfernt sind ” ist der Winkel zwi 
\ schen diesen beiden Fahrstrahlen. Auf 
diese Weise kann Punkt für Punkt das 
a Bild des Schaufelsternes in der {-Ebene 
| ermittelt werden. Der Mittelpunkt des 
\bh Schaufelsystems D geht in einem be- 

stimmten Punkt D' über (s. Abb. 2). 
Die Bilder der verschiedenen Schaufeln außer Schaufel I werden Teile von Kurven 


dritten (irades. 


2. Die Beziehung zwischen den Normalgeschwindigkeiten in der [- und 
Ebene. Nach Gl. (2) muß sein: 


dı 
f 
I “ “ ni Ei 
errechnet sind in unserem Fall zu 
% 
ce +1 4). 
) - Y 
N ler Dun Sc des ulen gebrachte Beispiels erfuhr der erstzenannte Verfasser 
irn. Treffi ‚ eir uneedrnckten Doktordissertation dei Hrn Pohlhausen. i. d d. Prinzip 
ler Met! e auf die Strömuı n einen Doppeldecker angewandt ist, Hr. Pohlhausen machte dann 
darauf aufmerksam, daß ein Ausz aus der Dissertati im -Jahrhb, d. Philos, Fakultät in Göttingen, 
Inh 4 ı) f schie S 
| (' phische N struktion Jouk vyskysche Traeflächen ir ME, Ba. IV 
x 
EEE SEEN Aereren Wer Aen 
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Für die Punkte des Kreises ("= |) wird daraus 
dw \ 
ar y= sing 
6 
und damit ergibt sich am Kreise 
sing | 


Der absolute Betrag des Differentialquotienten kann nun mit Hilfe der angegebenen 
Formel für alle Punkte des Schaufelsternes auf rechnerische Weise ermittelt werden. Die 
Größen r, x und ,y greift man aus der Zeichnung (Abh. 2) ab 


3, Herstellung der f 

Greenschen Funktion (Ein 
Nußfunktion) des Problems. 
a) Ermittlung der von der \ 
Belegung einer Schaufel \ 
an den übrigen hervor m \z 
gerufenen Störungskom i 
ponenten (s. Abb. 4). Win 
oehen von der [-Ebene aus PS \ 
und nehmen längs des Kreises | 
eine bestimmte Quellvertei e ws 
lung an. Diese erzeugt in | 
der {-Ebene ein Geschwin- z | 
digkeitsfeld und es sind zu- G } -/ 
nächst die von diesem her . > 
rührenden Normalkomponen 5 | | 
ten an den Schaufelbildern, ’ / 
also z. B. im Punkte P(Abb.4) 
zu bestimmen. Der von 
einer Elementarquelle dg = N / 
Cu, ds auf dem Kreisumfang \ . / 
in P erzeugte (seschwindig- X . 4 
keitsanteil errechnet sich zu N — Ya g 

d,= ie Me N L v 

TL r p L 
wobei mit » der jeweilige Ab- ”—_____ —A, 
stand von dem Element .s g 
am Kreise mit der Kompo Y BEN 
nente c,,, mit $ der Winkel [4 
zwischen der Normalen am n 
Schaufelbild und dem Fahr- 
strahl ” bezeichnet wird. 
Da je ein Punkt auf 

der Vorderseite und der ltück- Abb. 4. 
seite der Schaujfel die gleiche 
Quell- bzw. Senkstärke besitzt, die Verteilung am Kreise also symmetrisch zur #x- Achse 
ist, können wir die beiden Punkte unmittelbar zusammenfassen. Es wird also in Punkt / 
des Kreisumfanges eine Quelle und in dem gegenüberliegenden Punkte // eine Senke 
angeordnet. rı und r» sind die Abstände von Punkt P nach den Punkten / und //, und 
ö der Winkel zwischen r, und r,. Die resultierende (Geschwindigkeit ereibt sich 
dann zu 





Cu - dc Js 
d C, — / 


TI 


Js ist der Abstand zwischen der Quelle und der Senke auf dem Kreis, also 
Asa 3 Yı— uf. 

Die von diesem (@uell-Senkpaar herrührende Normalkomponente «, ergibt sich 
damit zu 


de, 
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ist der Winkel zwischen der Richtung der Geschwindigkeit C und der Schaufelnormalen. 
Wird nun der ganze Kreis mit elementaren Quell-Senkpaaren belegt, so errechnet sich 


lie Normalgeschwindigkeit am Punkte P zu 


| 
(' COS. dg 


Führt man statt g die Koordinate «;—cosgy an Schaufel / als Unabhängige ein, so 
wird daraus 


2 1 jr du] 
En, COSs E& 
} 7 i y. 2 sin q 


Krsetzt man die Komponente -,, am Kreis durch die Komponente -,„, an der Schaufel / 
der W-Ebene (r,, C, sing), so erhält man: 


fr, COS« dd dj i a } . (8), 
T ö ’ 2 


(seht man vom Schaufelbildpunkt ? in der „-Ebene zum entsprechenden Schaufelpunkt Q 
in der W-Ebene über, so ergibt sich dort die Störungskomponente c,, durch Multiplikation 
jedes Elementarbeitrages mit dem bereits errechneten Faktor 
dw 
Die Störungskomponente an einem Punkt @ einer beliebigen Schaufel der W-Ebene, 
welche von einer Quell-Senkverteilung an Schaufel 7 mit dort vorgegebener (), -Verteilung 
herrührt, ergibt sıch also zu 


2 I 1 7 d > Y \ 
f ' COS E EU] ( LUT, u) . . (9), 
T dı 


Unter ist die Koordinate der Schaufel / (die Integrationsvariable), unter w die 
komplexe Koordinate des Punktes @ verstanden. 
. . ( Be: adı R / \ 
Ü Ist / (vr), Ist P (ur, W) 
; du 


Die Funktion A (u,, u Ib Ei = ist die »Greensche« oder »Einflußfunk 
I "ı 7 au 

tion: für den beliebigen Schaufelpunkt & der W-Ebene, jedoch nur für Belegung der 

Schaufel / mit einer gegebenen (), ,-Verteilung. 

Der Sinn der Formel (9) für ihre Verwendung in den späteren Entwieklungen 
siehe B, 4a) ist der folgende: Bei irgendeinem Randwertproblem zweiter Art tritt an 
einer Schaufel / eine »Belegung« mit Normalkomponenten auf. Diese muß durch eine 
(uellverteilung auf der Schaufel vernichtet werden, die an Schaufel (/) die entgegen- 
sesetzt gleiche Belegung mit Normalkomponenten erzeugt. Im übrigen Felde, also z.B. 
auch an den andern Schaufeln, ruft sie neue Störungen hervor. Diese gestattet Formel (9) 
sofort aus der gegebenen Belegung an Schaufel / zu berechnen, ohne daß die zur Ver- 
tilgung dieser notwendige (@uellverteilung für sich wirklich ermittelt wird. 





b) Darstellung der Einflußfunktion für die Belegung einer Schaufel 
dureh Einflußlinien!). Die Einflußfunktion wird graphisch ermittelt. (Vgl. Abb. 5.) 
Das Glied », », wird durch Abgreifen der beiden Faktoren aus der Zeichnung ermittelt. 
Der Winkel © wird auf Grund der Bemerkung gefunden, daß die Stromlinien eines (uell- 
Senkpaares Kreise sind, welche durch den (uell- und Senkpunkt gehen. N\lan bestimmt 
also den Mittelpunkt des Kreises, welcher durch das mit «r gegebene Quell-Senkpaar am 
Einheitskreis und durch den gerade gewählten Schaufelbildpunkt P geht, indem man den 
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf r, bzw. , mit der Koordinate « bestimmt. Der 


Winkel des Fahrstrahls von diesem Mittelpunkt nach dem betreffenden Schaufelbildpunkt P 





2 


: en ds Er r 
mit der Schaufeltangente ist sofort der gesuchte Winkel & Die Größe und Y1—ur? 


dw 
Veril. die Darstellung der Eintlußfunktion durch Eintlußlinien ftir die Biegung eines Balkens, 
Siehe hlertlih« Neunuflage Riemann-Webe:ı v. Mises und Frank. 1. Bd, 8. 386 
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ermittelt man rechnerisch. Auf diese Weise kann die Einflußfunktion der Belegung (., 
auf Schaufel I vollständig ermittelt werden. Sie wird dann zweckmäßig für jede Schaufel 
mit der ÖOrdnungszahl ’ durch eine Schar von »Einflußlinien«, aufgetragen über der 


Integrationsvariablen u;, dargestellt; die Parameter der einzelnen Linien sind dabei die 
Koordinaten «, auf der Schaufel :, die an die Stelle der komplexen Variablen « in der 
Einflußfunktion treten. Es hängt vom einzelnen Fall ab, wieviel Parameter «, (z.B. +1, 

0,5, 0,0, — 0,5, 1) und damit wieviel Einzellinien man wählen muß, um eine ge- 
nügend genaue Darstellung zu erreichen. 


, v4 un = a 
INA AN l nn r\ı 
> vv Br 7 JEW 7; YyYıYd 
Y n WU 7] \ y, _ ns 
! ” j4 _ — xV 
Z % N } “ V, 2 





05 0 *0s +10 


ibn, 5: 


c) Darstellung der resultierenden Einflußfunktion für die Belegung 
aller Schaufeln durch die resultierenden Einflußlinien. Nunmehr nehmen wir 
alle Schaufeln I bis VIII, jede Schaufel mit der gleichen C\,.„-Verteilung belegt, an. Da 
die Schaufeln achsensymmetrisch liegen, ergeben sich die Störungskomponenten an allen 
Schaufeln für gleichgelegene Punkte gleich. Daraus folgt aber, daß die Störung an jeder 
Schaufel gleich der Summe der Störungen ist, welche die Schaufel selbst an allen anderen 
verursacht. Sind also nicht nur in einer Schaufel, sondern in 2 Schaufeln Quellverteilungen 
gegeben, so ergeben sich für die an allen Schaufeln gleiche, durch die an allen Schaufeln 
gleiche c.„„- Verteilung verur 
sachten resultierenden Störungen . 1. a 4 
soviel resultierende Einfluß- r ZZ =705 
linien, als man von vornherein SUR: 
Parameter u, gewählt hat. Diese 
können jetzt mit « bezeichnet 
werden. Yür jeden Wert von u 
(#. B. 1,0, 0,5, 0,0—0,5, — 1,0 
ist die Ordinate der resultieren- 
den Einflußlinie = der Summe 
der früheren für den gleichen 
Wert der Parameter „ (= Au, u) 
23...xz) ermittelten. Die Dar- FOR ÜUREERIEEE N Lo; 50 Ze 
stellung der resultierenden Ein- e 
flußfunktion durch Einflußlinien 
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für die Parameter u +1, +05, v0, 0,9, I für Z=2,4 und 8 Schaufeln 
eben die Abb. 6, 7, 8 


Die resultierende Störungesverteilung errechnet sich nach der Formel: 


vıll 1 
En ß y 1 u Er 7 (10). 
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4. Anwendung auf die einzel- 

nen Teilströmungen der allgemeinen 

% Kreiselradströmung. Im folgenden soll 
\ eine von außen nach innen gehende 
Strömung durch ein feststehendes Gitter 
(Leitapparat) und eine solche durch ein 
rotierendes Gitter (außen beaufschlagte 


N | Turbine) bestimmt werden. Wie in den 
| angegebenen früheren Arbeiten werden 
N SE | vorhandene Leitapparate durch Potential 
x mm wirbel in der Achse bzw. im Unendlichen 
2 Bon ersetzt; (anders ausgedrückt: Leitappa- 
rate werden entweder in der Achse 
konzentriert oder ins Unendliche abge- 
rückt gedacht). Demgemäß werden die 

eln folgenden Teilströmungen behandelt. 





a Keine Durchflußströmung 

ei +7 von außen nach innen. Schaufeln 

ruhend, Senke im Gittermittel- 

\bh. 9 punkt. An einer einzigen Schaufel ruft 
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eine Senke in Punkt D (Abb. 4) mit dem Potential ’. = ° In (w wo) folgende 
-ı 
c," Verteilung!) hervor: e 
( vu“ 
2 7 (uo uw) + v0“ 
(ohne Rücksicht auf Vorzeichen!) In Abb. 9 ist die ausgezogene Linie die Darstellung 


dieser Verteilung. Eine entgegengesetzt gleiche c„rVerteilung muß durch eine Quell- 
verteilung an der Schaufel erzeugt werden. Deren Potential?) ist in der {-Ebene sofort 
in Form eines bestimmten komplexen Integrales angebbar (vgl. Abschn. A, Ziii. 3). Infolge 
des bekannten Zusammenhanges zwischen w- und S-Ebene ist es dann aber auch in der 
-Ebene bekannt‘). Es soll mit ®,,c.ı bezeichnet werden. 

Sind mehrere Schaufeln angeordnet, so ist zunächst an jeder derselben die eben 
bestimmte Quellverteilung anzubringen, um in erster Annäherung die Schaufeln zu Strom- 
linien zu machen. Diese erste Korrektur ruft also an jeder Schaufel zunächst diejenige 
„Verteilung hervor, welche die von der Senke herrührende vernichtet, darüber hinaus 
aber eine neue Störung e,3. Diese kann nach Gl. (10) (Abschn: B, Ziff. 3c) berechnet 
werden, da ja die in dieser Gleichung stehenden c,-Komponenten bekannt sind (sie sind 
den c„-Komponenten von Gl. (11) entgegengesetzt gleich). Die Berechnung geschieht in 
der Weise, daß jeder Wert der -,-Verteilung mit den entsprechenden Werten der resul- 
tierenden Einflußlinien multiplizlert, die entsprechenden Werte in Kurven für die ver- 
schiedenen Parameterwerte . aufgetragen werden und durch Planimetrieren das Integral 
und damit die Größe der Störung ermittelt wird. Die neue Störungsverteilung c„z muß 
durch eine neue (@uellverteillung an jeder Schaufel beseitigt werden, deren komplexes 
Potential mit Do, €.a bezeichnet sei. Die Verteilung c,.sz wird nun ebenso behandelt, wie 
vorher c,, und liefert eine weitere Störung c,;, zu deren Beseitigung eine neue (Juell- 
verteilune nötig ist mit dem Potential ®,c,„3. Die resultierende Strömung wird dann 
durch die Reihe der Potentiale 


FI 
=D +: Pu, ni: 2 + (12) 
I 


angegeben. Das erste Glied rechts stellt die ungestörte Strömung einer Senke im Gitter- 
mittelpunkt dar, in jedem Gliede der Reihe macht sich der Einfluß der Störungen an 
allen z Schaufeln bemerkbar. 

In den Abb. 10a bis 10e ist der Rechnungsgang für acht Schaufeln veranschaulicht. 
Es zeigt sich eine sehr rasche Abnahme der c,;, so daß außer der durch die Zentralquelle 
gegebenen „ı-Verteilung nur noch drei weitere Glieder berechnet sind. In Abb.» ist 


die resultierende, dem Potential Gl. (12) entsprechende (uellverteilung in Form der durch 


# > . ® > \ .. . , ” .. Q ” 
sie definitiv wegzuschaftenden Störungsverteilung 2 c,„; dargestellt. Die Größe ist =q 
| TI 


gesetzt. 

b) Strömung eines Potentialwirbels im Gittermittelpunkt. Der Rech 
nungsgang bietet nichts prinzipiell Neues. Die »erste wegzuschaffende ,-Verteilung« 
hat das Gesetz 

BR uo + ul 
Cal — 4 = ee z ’ . . . (13). 
2 (mn + i1])* vo” 
Abb. 11 gibt das Resultat der Rechnung in gleicher Weise wie Abb. 0 für die Senke im 
Gittermittelpunkt. 

c) Zirkulation um die Schaufeln. Auch hier ist wieder die »erste wegzu- 
schafiende C,-Verteilung« zu bestimmen. Dies geschieht unter Heranziebung der {-Ebene. 
Besteht dort um den Einheitskreis I (Mittelpunkt M, Abb. 2) eine Zirkulation /',, so ruft 
sie an den Bildschaufeln IT bis VIII’ C,-Komponenten hervor von der Größe 

I, sin w 
Hd ein Br nr SE 


an Pi 


Der Index w für c„ wird von nun an, wenn kein Irrtum möglich, fortgelassen 
Dieses Potential wurde in den früheren Arbeiten durch einen zeschlossenen Ausdruck (mittels 
Spiegelung am Kreise) angegeben. 


Es ist natürlich prinzipiell gleichgültig, in welcher Ebene ob als Funktion von <S oder w 
man ein Potential angibt, das ja für entsprechende Punkte der beiden Ebenen den rleichen Wert 


haben muß 
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r— Abstand des Bildschaufelpunktes von M, w== Winkel der Bildschaufelnormalen mit 
Fahrstrahl r. Die Normalkomponente an den Schaufeln der W-Ebene ergibt sich aus Gl. (14) 
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durch Multiplikation mit 
dw 
az ; 
a = (nf 2 . N . . . . (15). 
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[2 
= 


31 1) e . 
ı mit 2Y wird durch Abgreifen, 
| (1 4) dw 


Verteilungen, die von der Zirkulation um die Schaufel I an den andern erzeugt werden. 
Durch die gleiche Ueberlegung, wie in B, 3c für die resultierenden Einflußlinien an- 
;). gestellt, ergibt sich nun, daß die an allen Schaufeln gleiche, durch die gemeinsame 
Wirkung aller Schaufelzirkulationen an jeder Schaufel erzeugte c„-Verteilung durch 
Summation der von Schaufel I an den andern hervorgerufenen c„-Werte für gleichliegende 



































. Punkte entsteht. Diese c,-Verteilung ist in Abb. 12 in den ausgezogenen Linien dar- 
NS gestellt; die für das komplexe Potential in der {-Ebene einzusetzende c,-Verteilung ergibt 
Pe sich durch den gleichen Rechnungsgang wie unter a) und b) und ist in den punktierten, 
gestrichelten und strichpunktierten Linien wiedergegeben. 
N Gegenüber den Fällen a) und b) be- 
steht hier der Unterschied, daß schon die 
| | erste wegzuschafiende c,„-Verteilung von der 
| ee Schaufelzahl abhängig ist (bei der Schaufel- 
lg Ä ee ei. zahl z= 1 ist sie Null). 
| n=8 a 
N Fi 
geforderte cn Verteilung 
\ _ a nei Schaufein EINZUSEIZENOE 
di 3 nu 2) Cr, Verteilung 
s| ı Zirkulation Ts um jede Schaufe/ 
| 75 
| 2 
| 20w 
MR. ER VERER OEEEEEEEENED. 
10 w 
2 ae er 
ok . en Fa KA . = PR 
—— nn “8 
ENDEN. © DEM 
05 0 r05 U, + -f -05 0 +05 
RAISI IRA 963 
- Abb. 12. Abb. 13. 
d) Verdrängungsströmung. Hier ist zunächst eine c„-Verteilung, nämlich 
.=r'8:08d4=0:v, (vgl. A, 2 (16) 
unmittelbar gegeben, die hier, da ein ursprüngliches Randwertproblem zweiter Art vorliegt, 
nicht durch eine entgegengesetzt gleiche fortgeschafit werden muß, sondern deren Potential 
unmittelbar (also ohne Wechsel des Vorzeichens) in der [-Ebene angebbar ist. Dann aber 
sind wieder, wie oben, die Störungen an den Schaufeln zu berechnen und die Potentiale 
der entgegengesetzt gleichen c„.-Verteilungen zu ermitteln. Abb. 13 zeigt das Resultat. 
’ 5. Zusammensetzung der Teilströmungen. Bestimmung der bisher freien 
ö Konstanten. Durch die beschriebenen Rechnungen werden in Form von Reihen die 





komplexen Potentiale der einzelnen Teilströmunrgen gewonnen. Man hat 


Y 


( 
D,— ,.1g (w— wo) + Reihe; Quelle oder Senke im EN 


m; . 
Dr m De In (w— wo) + Reihe; Wirbel im Gittermittelpunkt 


% ; 
©, = — ilg &') + Reihe; Schaufelzirkulationen 


D,= Reihe; Verdrängungsströmung 


I) Dieses Glied kann in dieser einfachen Form nur als Funktion 
vergl. Anm. 3 auf S. 475. 








) (17). 


| 


rechnerisch ermittelt (B,2).. Damit hat man die c,- 





von Z angegeben werden; 
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Die Reihenglieder sind bestimmte Integrale von der in Gl. (1) (A,3) gegebenen 
Form. Die von den einzelnen Potentialen am Kreisumfang herrührenden Geschwindig- 
keiten sollen entsprechend mit Co, Ur, Ur, Cr bezeichnet werden. Da die Potentiale 
bzw. den @, 7, Ts, » proportional sind, so kann man die Gescehwindigkeiten auch ‚so 
schreiben: 

07 el, Cr f N, Ur. I s, (vr + @®. 

Die so definierten Proportionalitätsfaktoren können für jeden Punkt der {-Ebene aus den 
ermittelten Potentialen errechnet werden. Wir tun dies insbesondere für die Punkte 
S=- 1, die den Schaufelenden entsprechen. Soll an beiden Schaufelenden die Ge- 
schwindigkeit endlich bleiben (stoßfreies, d.h. relativ tangentiales Anströmen und relativ 


. .. dw .. ) j . .. . r . 
tangentiales Abstrümen), so muß, da für 5s= I null wird, c für beide Kreispunkte 
ebenfalls — 0 werden. Dies liefert die Bedingung 

Co: Qa+Cr !+- CN *Ts (v0 —0 bt ei: ; 
mit den Werten C für s=- 1, also zwei Bedingungsgleichungen, aus denen man zwei 


Konstanten bestimmen kann, wenn man die übrigen festsetzt. Verzichtet man auf stoß- 
freies Änströmen, so bleibt nur eine Bedingungsgleichung übrig, also nur eine Konstante 
bestimmbar, In erster Linie interessiert /'s für relativ tangentiales Abströmen, also 
endliche Geschwindigkeit für (= -+ I. Denn mit /'s ist das Drehmoment des Rades 
proportional; dieses kann somit als abhängig von der Schaufelzahl bestimmt und mit dem 
bekannten für ein Rad mit unendlicher Schaufelzahl verglichen werden. Dies ist hier 
geschehen und zwar für die beiden bereits oben genannten Fälle, nämlich: 

Erster Fall: Fester l.eitapparat. Radiale Zuströmung von außen. (Also ohne 
Zirkulation; / + Is — 0.) 

Zweiter Fall: Turbine von außen beaufschlagt und zwar in dem Sinn, in dem 
sich der l.eitapparat des ersten Falles in Bewegung setzen würde. Stoßfreies Anströmen. 
(Also mit Zirkulation: /'—= I’ -+ Is.) 

Die Resultate sind in den Abb. 14 und 15 dargestellt, die Kurven geben das Ver 
hältnis des Drehmomentes zu dem für unendlich große Schaufelzahl. 
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6. Vereinfachte Aufstellung der Bedingungsgleichung (18). Wenn man 
sich darauf beschränkt, die Bedingungsgleichung (18) zu lösen, so braucht man die durch 
die Gl. (17) gegebenen Potentiale, welche das ganze Strömungsield beschreiben, nicht 
auszurechnen, sondern zunächst nur die Geschwindigkeitsverteillung am Einheitskreise 
und letzten Endes von dieser nur die Werte für {= I. Die Verteilung am Kreise — 
damit ist jetzt die der Gesamtgeschwindigkeit gemeint! — ist das Abbild der Verteilung 
an Schaufel I. Diese hängt im allgemeinen außer von der Wirbelsenke im Gittermittelpunkt 
und von der Zirkulation um die Schaufel I selbst auch von den in B 4,a-—d ermittelten, 
von den verschiedenen Teilströmungen »induzierten« Quellverteilungen an allen Schaufeln, 
nicht nur von den an Schaufel I selbst ab, Für die Schaufelenden an Schaufel I aber, für die 
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wir uns bei der Aufstellung der Bedingungsgleichung (18) allein interessieren, ergibt sich 
folgendes: Die Geschwindigkeiten dort werden durch die Quellverteilungen an Schaufel I» groß, 
während die an den andern Schaufeln für sie nur endliche Beiträge liefern. Die Er 


mittlung der entsprechenden Geschwindigkeiten an den Kreispunkten {= —+ I erfolgt 
u : ., dw A : A : A 
durch Multiplikation mit _ =sing = 0. Infolgedessen liefern allein die den einzelnen 


üı 
Teilstrrömungen entsprechenden, an Schaufel I induzierten @uellverteilungen endliche Bei- 
träge zu den Geschwindigkeiten an den Kreispunkten {— -+ I. Um also die linke Seite 
von Gl. (18) aufzustellen, braucht man nur an Schaufel I die bekannten, durch die Ab- 
schnitte B 4, a—d bestimmten Einzelquellverteilungen anzubringen. Wir stellen sie 
wieder durch die ihnen entsprechenden c,,-Verteilungen dar (unter Berücksichtigung der 
Vorzeichen!). Damit reduziert sich die Aufgabe darauf, zu einer gegebenen c,,-Verteilung 
an Schaufel I die entsprechende ,.-Verteillung am Einheitskreise auszurechnen und die 
von dieser in den Punkten {= + 1 erzeugten Gesamtgeschwindigkeiten «- zu ermitteln. 
Diese Aufgabe ist für einen beliebigen Punkt der {-Ebene durch den Ansatz der Gl. (7) 


gelöst. Mit den Bezeichnungen der Abb. 16 wird daraus für den Punkt {= -- 1: 
Cd Ag cu, Bingdp As 
dc: nd y . = : er; 
Jt I ” 
Mit 
As =2Y1-— us‘, sin g=Vi ur, "—=(l+ wm)’ + 1l—ur, tı=008 9, du; sinp'dy 


ergibt sich: 


dcr = - l=u .du; 
I ! I 
und + 
1 » 1 ul Fr 
a Sa |‘ | - dur für & - 1 
u: 1 + u 
| 
Analog ergibt sich 
+1 
Ei 
i 1-+uı ” . 
\ . lc. | v du; für a — | * 
T ' su 
Mit diesen Formeln sind die Werte 0%, Cr, Cr, Cr in Gl. (18) gerechnet'). Bei der 


Berechnung von (C,, darf man nicht vergessen, den von der Zirkulation um Schaufel I 


y 


2. u ie ae ER. ua 2. 
herrührenden Betrag der Geschwindigkeit am Kreisumfang, nämlich _ mit zu berück- 
siohtigen. 


7. Weitere Verwendung der Methode. Schlußbemerkung. l'ür die Behand- 
lung von Parallelgittern ergibt sich kein prinzipieller Unterschied. Die in Gl. (10) stehende 
Summe ist über unendlich viele Schaufeln auszudehnen. Dabei wird der Einfluß der 
entfernter liegenden rasch klein, so daß es genügt, ihn durch eine Restbetrachtung 
abzuschätzen. 

Das Zeichnen von Stromlinienbildern nach der entwickelten Methode wäre, wenn 
man die Stromfunktion erst errechnen müßte, zunächst nicht viel weniger mühsam, als 
nach den früheren. Es gelingt aber in vielen Fällen sicher, entweder in der {- oder der 
w-Ebene die ermittelten Quellverteilungen durch geschickt angeordnete diskrete (Juellen 
und Senken (ev. auch durch Wirbelpaare) zu ersetzen; in diesen Fällen kann man sich 
das Zeichnen durch die Anwendung der Maxwellschen Methode (Diagonalziehen) wesent- 
lich erleichtern. Auch die Rechnung kann manchmal durch solche angenäherte Darstellung 
von Quellensenkverteilung mittels diskreter Singularitäten (im Innern der Konturen!) 
vereinfacht werden?). Hierauf soll aber nicht näher eingegangen, sondern nur nochmals 
(vergl. Anmerk. zu B 6a) darauf hingewiesen werden, daß im Falle einer Einschaufel 


I) Für die Auswertunz dureh Planimetieren können die unelgentlichen Integrale auf Integrale 

. . / . 

ber endlich bleibende Funktionen zurückzeführt werden, z. B. dureh die Substitution Yi + wr=[{- 
’) In rohester Weise geschieht dies dadurch, daß man die Schaufeln durch Wirbelpunkte ersetzt. 

Siehe Eck: Werft, Reederei und Hafen 24. Feiner ist das Verfahren, «lie Schaufeln durch Wirbelflichen 
zu ersetzen. Siehe Schilhansl: Näherungsweise Berechnung von Auftrieb und Druckverteilung in 


Flüreleittern. Jahrb. d Wiss. Ges. für Luftfahrt 27. 
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strömung die Potentiale der nach unserer Methode einzusetzenden Quellverteilungen in 
geschlossener Form durch die. Potentiale der am Einheitskreis gespiegelten Wirbelquelle 
bzw. -senke im Unendlichen bzw. im Gittermittelpunkt ersetzt werden können. 

Ob solehe Näherungen auch ausreichen, um Geschwindigkeits- und Druckverteilung 
unmittelbar an den Schaufeln zu bestimmen, kann nur von Fall zu Fall entsehieden werden. 
Wenn man mit diesen Näherungen nicht auskommt, so wird der Föttingersche Vektor- 
integrator ') gute Dienste leisten, der ja gerade im vorliegenden Falle nicht an Näherungen 
gebunden ist, sondern zu einer gegebenen Belegungscharakteristik für einen beliebigen 
Aufpunkt der Potentialfunktion bzw. sogar die Geschwindigkeit anzugeben gestattet. 

Weiterhin läßt sich der eine Teil der Methode, nämlich die konsequente Umwandlung 
aller Randwertprobleme in solche zweiter Art, auch auf dreidimensionale Probleme 
anwenden. Die konforme Abbildung auf eine ebene Strömung kann dabei gelegenlich — 
zur Darstellung der Strömung in gewissen Schichten als Hilfsmittel verwendet werden 

Auch das kompliziertere Problem der Strömung durch eine Kombination von Leit- 
und Laufrad läßt sich mit der Methode behandeln. 

Daß auch mit unserer Methode nur die Strömung der idealen Flüssigkeit ermittelt 
wird, darf ihr ebenso wenig wie den früheren zum Vorwurf gemacht werden. Die theo- 
retische Forschung kann heute noch nicht anders vorgehen, als zunächst die »Potential- 
strömungen« ermitteln und dann etwa nach den Gedankengängen der Prandtlschen 
Grenzschichtentheorie und unter Zuhilfenahme der Erfahrung über turbulente Geschwindig- 
keitsverteillungen — ihre Umbildung unter der Wirkung der Reibung abschätzen. 963 


Vorträge der Prager Versammlung 
der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik. 


Die folgende Zusammenstellung umfaßt 24 Vortragsauszüge, die von den Vor 
tragenden unserer Hauptversammlung in Prag freundlichst zur Verfügung gestellt wurden. 


1. Über singuläre Punkte des ebenen $pannungszustandes. 
Von L. FÖPPL in München. 


Bei der experimentellen Untersuchung ebener Spannungszustände mit Hilfe von 
polarisiertem Licht treten Punkte besonderer Art auf, die im Isoklinenfeld dadurch sofort 
in Erscheinung treten, daß alle Isoklinen hindurchlaufen ‘). In diesen Punkten sind die 
beiden Hauptspannungen einander gleich oder, was auf dasselbe hinausläuft, keine Schub- 
spannungen vorhanden und somit ist in diesen Punkten der optische Effekt null, so daß 
sie und ihre nächste Umgebung der experimentellen Untersuchung mit Hilfe dieser 
Methode besondere Schwierigkeiten bereiten. Um so einfacher gestaltet sich ihre rech- 
nerische Behandlung. Man unterscheidet singuläre Punkte im Innern des Körpers und 
solche, die am Rande liegen. Es wurden zunächst nur die singulären Punkte im Inneın 
behandelt und zwar die erster und zweiter Ordnung, wobei besonderes Gewicht auf die 
systematische Einteilung der verschiedenen Arten von singulären Punkten gelegt worden 
ist. Als Methode zur rechnerischen Behandlung wurde das Verfahren mittels der Airv- 
schen Spannungsfunktion verwendet, wobei als Anfangspunkt des Koordinatensystems der 
singuläre Punkt gewählt und die Spannungsfunktion nach steigenden Potenzen der 
Koordinaten entwickelt worden ist. 

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist folgendes: 

Was den singulären Punkt 1. Ordnung betrifit, so gruppieren sich die Haupt- 
spannungslinien um den singulären Punkt derart, daß drei durch den singulären Punkt 
laufende Gerade als Asyvmptotenlinien für je eine Schar der Hauptspannungslinien auf- 
treten. Von diesen drei Asymptoten können aber auch zwei imaginär werden. Es 
zerfallen demnach die singulären Punkte 1. Ordnung in solche mit drei reellen Asymp- 
toten, die man etwa erster Art nennen kann, und solche mit nur einer reellen Asymp- 





Ih Föttinzer: Die Enutwiecklunz der Vektorintegratoren zur maschinellen Lösung von Potential- 
und Wirbelproblemen Zeitschrift f. techn. Physik 1928, Nr. 1. 
’), Siehe L. Föppl: Untersuchung ebener Spannungszustände mit Hilfe der Doppelbrechung, 


ELLE EEE TE 


Bayer. Ak. d. W,, 1928. — Feiner: Mitteilungen aus dem Mech.-Tecln. I,aboratorium der Technischen Hoch- 
schule München, III. Folge, 34. Heft, herausgegeben von L. Föpp]. 
here menu 
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tote, die dementsprechend zweiter Art genannt werden würden. Die Isoklinen sind 
hier die sämtlichen Geraden durch den Nullpunkt '!). 

Bei den singulären Punkten 2. Ordnung muß man von vornherein unter- 
scheiden, ob die durch den singulären Punkt laufenden Isoklinen Gerade sind wie beim 
Punkt erster Ordnung oder ob sie Kurven 2. Ordnung sind. Für symmetrisch gelegene 
Parabeln als Isoklinen wurde dieser letztere Fall berechnet und gezeichnet. Er tritt 
beim gelochten Zugstab bei bestimmtem Verhältnis von Lochdurchmesser zu Stabbreite 
tatsächlich auf. Im ersteren Fall, wo die Isoklinen die Geraden durch den Nullpunkt 
sind, liefert der singuläre Punkt 2. Ordnung im allgemeinen 4 Asymptoten, von denen 
wieder zwei imaginär sein können. Der Fall des symmetrischen singulären Punktes 
2. Ördnung wurde an Beispielen behandelt °). 23, 1 


2. Ersatz einer homogenen isotropen Scheibe mit beliebiger 
Poissonschen Konstanten durch ein Fachwerk. 
Von MICHAEL SADOWSKY in Berlin-Wilmersdorf. 


Ein Fachwerk soll homogen und isotrop heißen, wenn seine durch Interpolation 
ergänzten Verschiebungan und seine durch ideelle Schnitte definierten Spannungen den 
9 Gleichungen 


» ou o Iu IV Iw\) Re N \ 
A, 2 G\ — + —( - + —- +; )\; und 2 ähnliche Gleichungen, 
(ds Il -20 \0)x Oy 02/7) 
Fr {du Ov i . / 
X,=(G =» —), und 2 ähnliche Gleichungen, . .() 
Oy ox 

@ Xr e X, OX: .. . . 

_— 2. — m 0, und 2 ähnliche Gleichungen \ 

Oz Oy Oz } 
eenüzen. Ein Fachwerk sollhomoren und isotrop hinsichtlich des ebenen Falles 
| g 8 p 

Zz _— Zy u VAR = 0 ’ . . . . . . . . . (2) 


heißen, wenn die 5 Gleichungen gelten 


sr 


i u [03 du dv i ) Ov 0 ou Jv\) : 
= 20),°+ —( ji. )}, =2@} ‚u + I 


1-0\0x Oy Oy 1-6 )y 


. Iu IV I Xr O Zu @) Xy @) Y, 
Ä, — (7 \ — ) R - -e — = 0, — + =—) \ 
y Oy IX x Oy Ix Oy / 


(3). 


Jedes homogene und isotrope Fachwerk ist auch hinsichtlich des ebenen Problems 
(2) homogen und isotrop, aber nicht umgekehrt! 

Die Gl. (1) bzw. (3) sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß ein Fachwerk homogen und isotrop ist, bzw. hinsichtlich des ebenen Problems (2) 
homogen uni isotrop. Diese Gleichungen bilden also das Kriterium für die erwähnten 
Fachwerkeigenschaften. 

Das elastische Potential f hat die Form 


fe. ty +’ +2 rt Hit’ hy tm‘) . (). 
Für den ebenen Fall (2) wird 
2f= z > (2? + y?) + 7 ya ut 
Dabei ist die Poissonsche Konstante _ 
= en de en (6). 


2 A+ u) 
Mit Hilfe der @l. (4) läßt sich folgender Satz beweisen, der im wesentlichen schon 
von Poisson ausgesprochen war: 
Satz 1: Ein jedes räumliches Fachwerk, unabhängig von seiner besonderen 
Konstruktion, welches im Sinne des Kriteriums (1) homogen und isotrop ist, hat die 
Poissonsche Konstante 0 = '/;. 


= 


I) Die rechnerische Durchführung mit Bildern der verschiedenen Arten, siehe L. Föppl: Ueber 
singuläre Punkte des ebenen Spannungszustandes, erschienen in Heft 34 der »Mitteilungen aus dem 
Mech.-Teehn. Laboratorium der Teehnischen Hochschule München«, 


> 


?) Siehe L. Föppl: Der singuläre Punkt 2. Ordnung, erscheint demnächst im 35. Heft der 
»Mittellungen aus dem Weeh.-Techn. Laboratyrium der Technischen Hochschule Mlinchen«., 
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Mit Hilfe der Gl. (5) läßt sich der Satz beweisen: 

Satz 2: Ein jedes ebenes Fachwerk, unabhängig von seiner besonderen 
Konstruktion, welches im Sinne des Kriteriums (3) homogen und isotrop hinsichtlich 
des ebenen Falles (2) ist, hat die Poissonsche Konstante 0 — !}3. 

Es gibt aber auch räumliche Fachwerke, die hinsichtlich des ebenen Problems 
(2) homogen und isotrop im Sinne des Kriteriums (3) sind. Diese Fachwerke können 
dann eine beliebige Poissonsche Konstante haben! (Zulässigkeitsbereich — 1 <0<{!/3). 
Das Kriterium (1) ist dann selbstverständlich nicht erfüllt. | 

Beispiel: Das Fachwerk besteht aus lauter identischen Würfelzellen von der 
Kantenlänge a, die in den beiden Richtungen 01 und 02 (vgl. Abbildung) aneinander- 


Tabelle. 











Stah 15,04 25,07 24,60 01,13 03,12 
26,57 34,61 55.17 32.20 47.65 

21.63 15.57 

05.14 76.64 
Querschnitt fi / f» Kf fs p' 


| gereiht sind. Das Fachwerk liegt somit zwischen zwei Ebenen im Ab 

: ‘ stande a. Der Elastizitätsmodul des Stabmaterials ist X, die Querschnitte 

A. Pi der einzelnen Stäbe sind in der vorstehenden Tabelle angegeben. Für 
Vo den Fall (2) ist das Kriterium (3) erfüllt, und es ist 


+ fı V> a +6bf 


/ 16 +AaV2f Is f 
4 5 und (für das Fachwerk) 








a 
I 
4 











G = -(2fı +- 27 ! 3 fi) ee Ki 


23, 2 


, 


3. Über $pannungen und Formänderungen kreisringförmiger 
Membranen. 
Von E. SCHWERIN in Berlin (AEG). 


Trotz vielfacher Anwendung von kreis- bzw. kreisringiörmigen Membranen für 
Reguliervorrichtungen und Instrumente ist bisher nur die kreisförmige Membran mit 
gleichmäßigem Öberflächendruck näherungsweise von A. Föppl!) und genau von 
Henckv“*) untersucht worden, so daß eine Erweiterung der Theorie auf kreisringfürmige 
Membranen mit Oberflächen- und Randbelastung wünschenswert erscheint. Zu diesem 
Zweck bringen wir zunächst durch Einführung der neuen Variabeln: 





3 


2 a, u KR? h? y? ri” f P 
T . | 239 -_. e 1# E z ( . . 
E Ya“ p” * ra° Ya” Tr r5° p 

worin: 0, — Radialspannung, 

E Elastizitätsmodul, 

7 — Membrandicke, 

!TıVa veränderlicher bzw. innerer bzw. Äußerer Halbmesser, 
P,p = innere Rand- bzw. Oberflächenbelastung 


die Grundgleichung des Problems auf die außerordentlich einfache Form: 


9 
r* 


U‘ 


pn 
und integrieren dieselbe durch Potenzreihen von X; wobei die Bedeutung jener einfachen 
Form besonders auch darin liegt, daß sie auch in Fällen ungenügender Reihenkonvergenz 


eine sehr bequeme graphische Behandlung des Problems gestattet. Auf Grund der ge- 


') A. Föppl; Vorlesungen über technische Mechanik, 1907, Bd. III, S. 298. 


H. Heneky: Ueber den Spannungszustand in kreisrunden Platten mit verschwindender Bie- 
rungssteifickeit Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. 63 (1915), 8. 311. 
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wonnenen Differentialgleichung wurde der Fall der ringiörmigen, nur gleichmäßig be- 
lasteten, außen eingespannten, innen freien Membran vollkommen entwickelt und zahlen- 
mäßig ausgewertet. Die Ergebnisse zeigen, daß der Spannungszustand um so gleich- 
mäßiger wird, je schmaler die Membran im Verhältnis zum Außenradius ist; wird hin- 
gegen der Radius der Innenöfinung sehr klein, so zeigt sich dort ein örtlicher Spannungs- 
anstiee, der im Grenzfall das Doppelte der Spannung in der undurchbohrten Membran 
beträgt, wodurch ein für biegungssteiie Platten bekanntes Resultat auf dünne Membranen 
erweitert wird. 

Für den Fall der nur durch eine Belastung des inneren Randes beanspruchten, 
beiderseits eingespannten Membran kann die Difierentialgleichung des Problems durch 


Einführung der neuen Variabeln: 
j 3 


i or 7? 1/32 m? E?n?ro £ r? 

de E Ta“ p® 2, 
auf die äußerst einfache Form gebracht werden: 
vo, 
v? 


Diese Gleichung kann in geschlossener Form streng integriert werden und liefert 
als allgemeine Lösung: 
S— Cı (w — sin w) + Cy (Ch, Ca —= Integrationskonstanten), 
worin: / 


W= 2arc cotig 
so daß der bisher einzige streng lösbare Fall des unendlich langen, gleichmäßig belasteten 


Membranstreifens nicht mehr allein steht. Die Partikularlösung V = — | „ 5‘ würde für 


den besonderen Fall: Querkontraktionsziiier » = '/; die Grenzbedingung der Einspannung 
innen und außen streng befriedigen. 


Die Ergebnisse zeigen auch hier bei kleiner Innenöfinung einen beträchtlichen örtlichen 
Spannungsanstieg, hingegen gleichmäßigere Spannungsverteilung bei schmalen Membranen. 
Die Meridiankurven der deformierten Membran gehen mit wachsendem Üeffnungsverhältnis 
von der nahezu parabolischen in die fast gradlinige Form über; eigentümlich ist jedoch, 
daß sich für die Radial- und Tangentialspannungen, die Radialdehnung und Durchbiegung 
nahezu vollständige Unabbängigkeit des Verlaufs vom Oefinungsverhältnis der Membran 
ergibt. Die gegen die Radialdehnungen sehr kleinen Ringdehnungen zeigen einen 
charakteristischen, ein Maximum aufweisenden Verlauf; die Gestalt der deformierten 
Membran ist trichterähnlich. Zugleich zeigt sich, daß das erwähnte Partikularintegral 
den Grenzfall: » = '/; darstellt, dem sich die Lösungen für kleinere Werte von » mehr 
und mehr nähern, und über den hinaus unter der hier gemachten Voraussetzung axialer 
Symmetrie des Spannungszustandes reelle Lösungen nicht mehr möglich sind. 23,3 


4. Über den Einfluß der inneren Reibung auf die Stabilität 
rotierender Wellen. 
Von H. REISSNER in Berlin-Charloitenburg. 


1. Nach einer einleitenden Bemerkung über den zweckmäßigsten Ansatz für die 
innere Reibung bei der Formänderung von Wellenstahl weit unter der Elastizitätsgrenze 
werden die Schwingungsgleichungen einer rotierenden, kreiszylindrischen, schweren und 
gleichmäßig mit Masse belegten Welle aufgestellt. Diese hier für ein ruhendes Koordi- 
natensystem formulierten Gleichungen enthalten außer den schon bekannten Gliedern noch 
dämpfende Biegungsmomente, die erstens durch die Aenderungsgeschwindigkeit der 
Wellenkrümmung unabhängig von der Rotation, zweitens durch unveränderte Krümmung 
bei ruhender Biegungslinie infolge Rotation entstehen. 

Die Integration für kleine Schwingungen führt dann zu den folgenden Er- 
gebnissen: 

2. Bei Fortlassung des Eigengewichts, der Kreisel- und der Reibungskräfte besteht 
bei gelenkig gestützter Welle eine unendliche Reihe von je zwei Eigenschwingungen mit 


o+% 
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voneinander unabhängigen Amplituden in zwei zueinander senkrechten Richtungen und 
von der bekannten kritischen Frequenz 
n’n® k E 
zu % 
wo ! die Spannweite, k der Trägheitsradius des Querschnittes E und oe Elastizitätsmodul 
bzw. Dichte des Wellenbaustoiies sind. 


Durch Berücksichtigung der Kreiselkräfte spaltet sich diese Frequenz in zwei sehr 
nah benachbarte und zwar in 


Wo = 


Ii—-% 
0% = und 9% = % 


- 


’ 
1+x% 


wo n? sı® ( k ) 


den Einfluß der Kreiselkräfte angibt. 

Die Amplituden der beiden Eigenschwingungen in zwei zueinander senkrechten 
radialen Richtungen sind nun nicht mehr voneinander unabhängig, sondern ‚setzen sich 
so zusammen, daß die eine Eigenschwingung in Kreisen, die andere in einer mit der 
Eigenfrequenz rotierenden Ebene verläuft. 

Das Kritischwerden der Drehzahl kann hier zunächst nur so gedeutet werden, daß 
bei der kritischen Drehzahl die Periode der störenden Kräfte mit der Periode der Eigen- 
frequenz zusammenfällt. 

Das Eigengewicht äußert sich bei dieser idealen dämpfangsfreien Schwingung nur 
in der Aenderung der Mittellage, um welche die Schwingungen erfolgen, aus der geraden 
Linie in die durch Eigengewicht gebogene. Bis dahin sind die Ergebnisse bekannt. 


3. Bei der Berücksichtigung der inneren Reibung ist es nun zunächst wegen der 
einfacheren Erfüllung der Stützbedingungen zweckmäßig, den Einfluß des durch die Welle 
fortgeleiteten Drehmoments zu vernachlässigen, obgleich seine Abwesenheit eine Abnahme 
der Drehzahl bedingen wird. 

Die Integration ergibt eine komplexe Frequenz, deren imaginärer Teil die Eigen- 
freguenzen unverändert wie ohne innere Reibung und deren reeller Teil zwei Dämpfungs- 
exponenten liefert von der Form ut wo (og 

| (+ ı), 
2 © \w 


wo ®, die kritische Winkelgeschwindigkeit, ® die gerade vorhandene Winkelgeschwindig- 
11.) 


keit der Welle und «, die Größe bedeuten, wobei u den Koeffizienten der inneren 
E 


Reibung gegeben durch 0 = ue angibt. 

Die Form der 4 Eigenschwingungen, bedingt durch die Amplitudenverhältnisse, ist 
dieselbe wie vorher, nämlich je eine kreisförmige und je eine radial rotierende. 

Von den beiden Paaren von Eigenschwingungen wird infolge der Dämpfungs- 
exponenten das eine Paar sehr stark, das andere Paar viel schwächer gedämpft und zwar 
derart, daß bei dem Zusammenfallen von Eigenfrequenz mit Drehfrequenz die Dämpfung 
des einen Paares Null und darüber hinaus sogar negativ wird. 

Dies wirft insofern ein neues Licht auf den Grund des Kritischwerdens der Dreh- 
frequenz, als man nun sagen kann, daß die Eigenschwingungen zwar immer bei jeder 
Drehzahl vorhanden sind, aber erst bei Zusammenfallen von Eigen- und von Drehfrequenz 
ihre starke Dämpfung verlieren und dadurch kritisch werden. 

4. Um den Einfluß des Drehmoments (d. h. eines angreifenden Moments an dem 
einen Ende der Welle und eines widerstehenden an dem anderen Ende) zu studieren, 
wurden nun zunächst wiederum die Dämpfungskräfte fortgelassen. Es ergaben sich kleine 
Schwingungen mit einer sehr wenig veränderten Eigenfrequenz und Schwingungsform, 
die nichts Besonderes zeigen; es sei denn die bekannte Stabilitätsgrenze einer sehr dünnen 
und langen Welle, die auf Torsion belastet ist (eines Drahtes) und als Schraubenlinie 
ausknickt, ein Fall, der außerhalb des Interesses der gestellten. Aufgabe liegt. 


5. Fügt man die innere Reibung hinzu, so ist es zweckmäßig, zur mathematischen 
Vereinfachung nach den möglichen stationären Bewegungszuständen zu fragen, bei denen 
die Welle mit ihrer Drehzahl in gebogener Form umläuft. Es ergibt sich eine räumliche 
rotierende Biegungslinie und die Nennerdeterminante der Stützbedingungen liefert die 


kritische Drehzahl, die unter normalen Verhältnissen nur sehr wenig unter ’der kritischen 
Drehzahl wie bei (2) liegen wird. 
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6. Schließlich wurde dann noch der Einfluß des Eigengewichts bei Kreiselkräften, 
innerer Reibung und Drehmoment in der Weise behandelt, daß die Grenze zwischen den 
folgenden zwei Zuständen gesucht wurde: 

Erstens ist der Zustand möglich, bei welchem der Einfluß des Eigengewichts 
überwiegt und die Welle in einer ruhenden (in sich rotierenden) räumlichen Biegungslinie 
durchhängt, indem die ursprünglich in einer senkrechten Ebene durchhängende Welle 
durch die innere Reibung etwas nach der Seite abgedrängt wird. 

Zweitens entsteht bei Ueberwiegen dieser Seitenkräfte der inneren Reibung ein 
Zustand, bei dem die Welle mit ungleichförmiger Frequenz neben ihrer Rotation noch 
umläuft. 

Die Form dieser räumlichen Biegungslinie wurde formelmäßig angegeben. Der 
Uebergang zwischen diesen beiden Zuständen muß eine weitere kritische Drehzahl bedeuten. 
Jedoch konnten in dem Vortrage noch keine Zahlenergebnisse über diese letzte Frage 
mitgeteilt werden. 23, 4 


5. Kritische Drehzahlen 
rasch umlaufender Wellen mit Längsbelastung und Kreiselwirkung. 
Von K. KARAS in Brünn. 


Es hat sich gezeigt, daß die kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen außer 
von den Massen und der Welle noch von anderen Umständen in weitem Maße abhängen. 
Man hat festgestellt, daß die Uebertragung von Längskräften '), sowie die Kreiselmomente 
aufgekeilter Scheiben‘) die kritischen Drehzahlen weitgehend verändern, sogar ihre Be- 
einflussung durch Drehmomente wurde erst kürz- 
lich zum Gegenstand einer Untersuchung ge- 
macht’). 

Hier sollen ganz kurz zunächst die flie- 
gende Welle mit einer Schwungscheibe am Ende 
und sodann die dicht mit Scheiben besetzten ver- 
schieden gelagerten Wellen betrachtet werden. i 
Im ersteren Falle soll noch unterschieden werden, 
ob die Längskraft P in Richtung der Einspann- 
tangente (Abb. 1, Fall A) oder in Richtung der 
Endtangente (Abb. 2, Fall B) wirksam ist. l 

Ist = w, die Drehschnelle bei synchroner 
Präzession im Gleichlauf, mn die Scheibenmasse, 
©, ihr Durchmesserträgheitsmoment, so ist nach 1 
Abb. 1 F=my:»? und K— %.»?%. Betrachtet 
man ferner die dimensionslosen;Größen: $= «Il, 











7 m 1? w® PL (alw? tolet Abb. 1 und 2. 
Nn= I=—— v= w— so fo 
1=yiW, ! EJ ’ EJ’ EJ’ 8 
nach Abb. ı die Difierentialgleichung: 
"=v(m nun i-—gd)— um. . .: 2.2.2... 


Integriert man (1) mit Beachtung der Randbedingungen 9 = 70 — 0 für S= 0 und setzt 
in dem Integral sowie in der daraus durch Ableitung nach & hervorgehenden Gleichung 
S— 1, so folgen zwei bzgl. y7ı und nı lineare homogene Gleichungen. Das Verschwinden 
der Systemdeterminante ergibt die erste der folgenden 3 Gleichungen: 


uw @—\v sin Yv— 2 cos V) +u( \v sin \v— vCOoS | v) — wv | v sin | v— v?cCos | v — () 


r 2, 


uw (2-+|% Sin» — 26of le) + u (— \eSin\o+vGoilo) — wol» Sin\» — v?Goilv 0) ( 
uw! sa u Ik -w—1 ü& 


I) H. Melan, Zeitschr. d. österr. Ing. Arch. Ver. 69. Jahrg. 1917, S. 610, 619 u. Z. d. V.d.T. 
Bd. 73. 1929, S. 205. R. v. Mises, Monatshefte für Math. u. Physik, 22. Jahrg. 1911, S. 33. E. 
Schwerin, Zeitschr. ang. Math. Mech. 5. Bd. 1925, S. 101, K. Karas, H.D,TI.-Mitteilungen d. Haupt- 
vereines deutscher Ingenieure in d.C.S.R. Jahrg. 17 (7), S. 95, 119, 167. 

2) A. Stodola, Zeitschr. f. d. gesamte Turbinenwesen, 15, 1918, S. 253, 264, 269 und 1920, 
S.1. R. Grammel, Z.d. V.d.I. 1920, S. 911 und 1929, S. 1114. 

3) R. Grammel, Festschrift zum 70. Geburtstag A. Stodolas. O, Füssli, Zürich, 1929, 
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Die zweite Gl. (2) gilt für Zugkräfte, die dritte für v= 0, also fehlende Längskräfte und 
stellt ein längst bekanntes Ergebnis dar’). Setzt man in (2) uv=w=0, so bleibt 
cos Yv=0, also die Eulerschen Knicklasten. Verfährt man ebenso bzgl. Fall B (Abb. 2 
so erhält man drei zu (2) analoge Gleichungen, in denen aber im letzten Glied cos V» 
bzw. Sol Vv fehlt. Berechnet man nach (2) für verschiedene Annahmen von w die 
Werte «, so findet man, daß sie im Falle A für wachsende Druckkräfte ab-, im Falle B 


zunehmen. Sie verschwinden im Falle A für o=7n°/4, also die kleinste Eulersche 
Knicklast, im Falle B werden sie für w= 0, also fehlende Kreiselwirkung für v —= 20-19, 
für vorhandene Kreiselwirkung für v—=4n°, unendlich groß, woraus folgt, daß die 


fliegende Welie ohne oder mit Kreiselwirkung keine kritischen Drehzahlen besitzt, wenn 
an ihrem freien Ende obige Knickkräfte in Richtung ihrer Endtangente wirksam sind. 

Bei der beiderseits frei auflagernden, dicht mit Scheiben besetzten Welle gehorcht 
die Auslenkung 7 der Integralgleichung 


n(S)= u/fK(s, z)n(T)dr, 
(‚ 


worin der Kern 


ie | w En / | r yon >» (3) 
K(S,z {sin (VoS) cos (Vor) — eotYvsin (VYrf)sin(Yer)| — E+rE ı für S 7 

-Yv J 

I [ I N) ee. .8 1 \ . / e . { ! e | pe 2 

| cos (YvS)sin (Vor) — cotYvsin (Voef)sin(Vv 7); z+rs| für 7 

v|Vv | 
En s f ’ ” ’ . . u 1% m? > De aa 
Hierin ist mit « (Masse je Längeneinheit der Welle) « = . Der Kern KA (5, r) in (3) 

EJ 


übergeht für fehlende Längskrait in den bereits von R. v. Mises angegebenen Kern. 

Aus der Symmetrie des Kernes folgt die Realität des Eigenwertes « für jeden Wert von v. 

Führt man in (3) den Ansatz n(7) sinnzr ein, so ergibt sich, da sich dieser als 

Kigenfunktion der Integralgleichung (3) darstellt, aus (3) die Beziehung: 
+v(inn”’=(nn). . . Ed |; ' 

t) ergibt in einem Koordinatensystem, in dem die Längskraft v als Abszisse, die kritische 


Drehschnelle Ju als Ordinate erscheint, eine Schar von Parabeln. 
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Abb. 3. 


\. Stodola, Dampfturbinen, Springer, Berlin, 5. Aufl, 1922, S. 365, Gl. (10) und (11) und 
S, 368, Gl. (23), 
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. al? a . . . . ; 
Mit w = eehorcht im allgemeinen Falle der stetig belasteten Wellen die 
EJ 
Auslenkung 7 der Diiferentialgleichung: 
IV _| a re Bun . 
N + (2 ww) un Bu un a (4). 
Bezeichnet man die Wurzeln der charakteristischen Gleichung mit z7°0° bzw. — z’r’, so 
folgen die beiden Gleichungen: 
u=n:o’T? . . . 6), BPio’—’)= Tr —vP?n? . . (6). 
. 2} t l . [} . 4 .. ” y * 
Hierin bedeutet 5 = ‚d. i. die vierfache Wellenlänge geteilt durch den Scheibenumfang. 
Dn 


Da sich zu jedem Falle eine weitere Beziehung zwischen 6 und 7 aus den Randbedingungen 
ergibt, so folgt aus dem Schnittpunkt der dieser Beziehung entsprechenden Grammel- 
schen Schaulinie mit der zu einer bestimmten Längskraft vo und Kreiselwirkung d ge- 
hörigen Kurve (6) ein Punkt mit den Koordinaten o,7,, wozu dann (5) die kritische 
Drehschnelle « ergibt. Für f= », also fehlende Kreiselwirkung ergeben sich die in 
Abb. 3 ersichtlichen gleichseitigen Hyperbeln mit den Winkelhalbierenden als Asymptote. 
In Abb. 3, in der die Grammelschen Schaulinien mit den den vier Lagerungsarten ent- 
sprechenden römischen Ziitern versehen sind, liegen die reellen Scheiteln dieser Hyperbeln 
für Zugkräfte auf der ÄAbszissenachse, für Druckkräfte auf der Ordinatenachse Bei Be- 
achtung der Kreiselwirkung bedecken die Kurven (6) in doppelter Mannigfaltigkeit die 
Ebene, doch können sie leicht durch einfache Konstruktionen ermittelt werden, wenn nur 
eine Kurve der Schar gezeichnet vorliegt '). 23,5 


6. Zur praktischen Berechnung von Biegungsschwingungen 
umlaufender Maschinenaggregate. 
Von G. ZERKOWITZ in München. 


Nachstehendes Verfahren ermöglicht die Berechnung kritischer Drehzahlen, und 
zwar auch solcher 2. und gegebenenfalls 3. Ordnung, umlaufender Maschinenaggregate 
bei beliebiger Massenanordnung und Lagerung. Hierzu denkt man sich den Läufer, 
insoweit baulich keine Einzelscheiben vorliegen, durch Schnitte senkrecht zur Achse in 
einzelne Scheiben zerlegt. Die Masse der k-ten Scheibe sei ın,, das auf die Wellenachse 
bezogene Trägheitsmoment 4A,, das auf eine Querachse durch den Schwerpunkt bezogene 
B;; A/B. =g.. Ist ® die Drehschnelle des Aggregates, y, und 7, Durchbiegung und 


Neigung der Wellenachse unter ;,, die im Punkte x, angeordnet sei, so ist Fi, = mıyı ®* 
und Kr = ©°p, BT, worin bei Gleichlauf o, = & — I, bei synchronem Gegenlauf 
Ok = («+ 1) ist. Für n-Massen bestehen die n Gleichungen 

Yi zu W” (Ia;; m; Yx Ben R: (x 0% B, 7.) . . . . . . . (1), 


worin &yz, &x die Einflußzahlen für eine Einheitskraft und für ein Einheitsmoment im 
Punkte x, sind. Denkt man sich die einzelnen Gleichungen (1) mit den Gewichten 
m; g = G; multipliziert und addiert und bedeuten f, und &; Durchbiegung und Neigung 
der durch die Gewichte im ruhenden Zustande hervorgerufenen elastischen Linien an der 
Stelle x,, so erhält man für die erste Kritische die von Grammel’) aufgestellte Beziehung 
gem yı (my fa— ZrBtıt): -» » : 2.0.02) 
oder ohne die Kreiselglieder 
I 2 MY — o°2 Mi Yı fi . . . : : , (2a). 


Nach Kull setzt man zur Bestimmung der niedrigsten kritischen Drehschnelle »; in (2a) 
Y=frı Diese Näherunrg reicht bei freitragenden Enden, sowie bei durchgehenden 
Wellen nicht aus und versagt ganz für höhere kritische Drehzahlen. 

Betrachten wir zunächst zwei beliebig gelagerte Einzelmassen »nı, mı, so können 
wir uns die fliehkraftelastische Linie y dadurch zustande gekommen denken, daß als 
Wirkung der ersten Masse 'die massen- oder gewichtselastische Linie fı beibehalten wird, 

I) Entsprechen gleichseitige Hyperbeln mit 5= 0,7 0 als Asymptoten. Aus den Schnittpunkten 
A und B der zu w«.= 950 gehörigen Hyperbel (5) mit den Grammelschen Schaulinien III, und I, ist 
ersichtlich, daß diese Drehzahl bei den bzgl. Lagerungsorten bei Zugkräften ? = — 40 bzw. 88 entsteht. 
Aehnliches gilt bzgl. C und D. 

*) Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, Bd. I (1922), 
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während für die zweite Masse die gewichtselastische Linie mit einem Faktor y% multipli- 
ziert wird; wir setzen also für die Einsenkungen unter mı und m» 
yı =fı-+ Ifı y=fıt Ya: : :» >: ..0.0) 


Den Wert g bestimmt man nun so, daß die y-Linie der zu erwartenden fliehkraftelastischen 
Linie entspricht; man bestimmt also @ aus 


Y1 ıt+gYpfı2 __ aı mı (fi +0 fı2)! + aıam2 (fsı + Tfaa) (4) 
? aı +gfıa agı mı (fıı + Pfı2) + agama (faı + Yfa2 
\ > \2 F i 
fa) E Vlfiıı— fa3)* + 4 fıa faı (4a) 
Unna - . . . +4 R 
2 fıa 


Diese beiden 9-Werte, in (3) eingeführt, liefern die wahren Einsenkungen yı und ys, die 

nunmehr in (2a) einzusetzen sind und damit die beiden Drehschnellen ®;, und ®;, ergeben. 

Die aufgestellte Regel läßt sich auf zwei Massenkomplexe oder Belastungen, z. B. 

eine Welle mit überhängendem Ende, übertragen. Da für eine zusammenbängende 

Belastung, deren Einzelmassen 

ig M) mM nd — Tn Tg Mr gleichsinnig wirken, die Kull- 

| | | sche Methode!) sehr genau ist, 

ermittelt man für jede der 

beiden Belastungen die ent- 

sprechende gewichtselastische 

Linie; vergl. Abb. 1 (Welle mit 

überhängendem Ende). Man 

greift nun in beiden Feldern je 

eine Stelle, etwa in der Nähe 

Abb. 1. der größten Durchbiegungen, 

heraus und ermittelt aus diesen 

Einsenkungen nach (4a) die g-Werte; alsdann erhält man die kritischen Drehschnellen 
aus der Beziehung 











’ ıl x 7Massen- 
Ih = Ur Id e a 21 komplex 








d 


Y 
m (far fir) (ur +gynarfıa®) + 2 om’ (fa? Efae’Y) (fa? + pn, ı1 far”) 


m # y pP 'n 
Ir. en d > (6), 
R m (fyıP® + Y1, 11 fıa") + z (faı? 4 vi 1, 11 fa2’ ) 
u.=a y=p 
indem man ®7r 17° = g/fn, ır setzt?). Will man die Kreiselglieder beachten, so geht man von 


(2) statt von (2a) aus. Bei drei Massenkomplexen, wie z. B. bei zwei überhängenden 
Iinden oder bei vierfach gelagerter Welle, setze man die Einsenkung = fı +Y9fa + Wfs, 
d.h. man lasse die gewichtselastische Linie für die erste Belastung unverändert, während man 
die gewichtselastischen Linien der zweiten und dritten Belastung mit g und W multipliziert. 
Statt (4) erhält man eine Gleichung 3. Grades, aus der die g- und %-Werte und damit 
die drei möglichen kritischen Drehzahlen ermittelt werden. Sinngemäß verfährt man bei 
einer größeren Zahl von Belastungen. Hierdurch wird auch das lästige Divergieren bei 
entgegengesetzt wirkenden Belastungen vermieden, falls man, um die Genauigkeit weiter 
zu treiben, die y-Linie an Stelle einer nach »freiem Ermessen« zu wählenden ersten 
elastischen Linie heranzieht. 23, 6 


7. Eine neue Singularitätenmethode für die Elastizitätstheorie.”) 
Von P. NEMENYI in Berlin. 


(Aus dem Institut für technische Strömungsforschung, Technische Hochschule Berlin.) 





In der eindimensionalen Balkentheorie sowie auch in der Theorie des Fachwerkes 
werden bekanntlich alle Einflußlinien nicht nur der Formänderung, sondern auch der 
inneren Kraitgrößen, als Biegelinien dargestellt. Dabei macht aber die bisherige Auf- 
fassung einen Unterschied zwischen statisch unbestimmten und statisch bestimmten Ge- 
bilden. Bei letzteren wird die »Durchbiegungslinie« einer aus dem vorgegebenen System 

') Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. Bd. 62 (1918), H. 18, 19. 

) Das + Zeichen bezieht sich auf fr, das — Zeichen auf fır. Fine eingehende Darstellung er- 
scheint demnächst an anderer Stelle, wobei auch der Einfluß der Lage der Knotenpunkte untersucht wird. 

“) Erscheint demnächst ausführlicher in dieser Zeitschrift. 
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abgeleiteten kinematischen Kette bestimmt, bei dem statisch unbestimmten aber wird das 
vorgegebene System durch Fortlassen des zu untersuchenden Gliedes in ein um eine 
Stufe weniger statisch unbestimmtes System verwandelt und die Einflußlinie als Biege 
linie dieses Systems für einen ganz bestimmten Belastungsfall ermittelt. 

Der Zweck der vorliegenden Untersuchung ist zunächst, die Darstellung der Ein- 
tlußlinien von eindimensionalen Traggebilden auf eine einheitliche allgemeine Grund- 
lage zu stellen, die zugleich die zwanglose Verallgemeinerung auf zwei- und dreidimen- 
sionale Aufgaben zuläßt. Zu diesem Zwecke wurde folgender Satz abgeleitet: Die 
Einflußlinie, Einflußfläche bzw. ganz allgemein das Einflußfeld jeder 


Die den elastischen Wirkunren dual zureordneten Singularitäten. 
» > 


a) Bei dem Balken. 


Ord 








Wirkung Singularität 
nung 
1 Durehbiegung Einzellast j7 
2 Neigung Einzelmoment Ad, MM Ph; pP 
792 -2,/ 
Bieremoment »])oppelmoment« Pd 2:5 Pr ? 
3 > M Kr; TA 
Verdrillungsmoment »Drehpaar« Nd=:7 Aw; EN) 
n > 1 
4 Querkraft »Doppelangriff« PA I-U PR, 7 2 ” 
(k 
b) Bei der Platte. 
Ord- 
rd Wirkung Singularitätit 
nung 
p 
| Durchbiegung Einzellast Es 
= ir ee = 
2 Neigung in x-Richtung Einzelmoment Pa :M “-—2— 
R 2 p -2P p 
Krümmung in z-Richtung »Doppelmoment erster Art Pa =.5 “.  -- -—— 
En —— -— 
@ & 
ie 
Ueberlagerung zweier »Doppel 2_0 pP -2Atrw/P 
Moment in z-Richtung B Pl A = 
momente erster Art« 
3 
Momentensumme » Zentralmoment« Pd’=C 
Verdrillungsmoment »Doppelmoment zweiter Art« PA? =T 
Querkraft in z- Richtung »Doppelangriff erster Art« Fa 77, 
d 
7 OP 
4 ws Pd 2) -Pr 2-y) 
i f 2 4 ” * F > -p I ‚ 2 
ı Randstützkraft für einen zu »r« »Doppelangriff zweiter Art« Pa =U ._—. | 


senkrechten Rand 
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c) Bei der Scheibe. 





4 TE e 
Verschiebungsfeld ) Kinzellast 





Normalspannupge in z-Richtune 9 »Zuwr-(Druck)Pol« Pd: “2 0 En Am 





Schubspannung in @-Richtung T;, Scherpol (Schere)« Pd=7 - 






d > () 





inneren Kraftgröße (Spannung, Spannungsmoment, Querkraft usw.) läßt 
sich darstellen als Biegelinie, Biegefläche bzw. Verschiebungsield eines 
passend gewählten, an dem unveränderten Gebilde angebrachten Gleich- 
gewiohtssystems von äußeren Lasten bzw. des Grenzgebildes eines solchen 
Gleichgewichtssystems. Diese Grenzgebilde sind die neueingeführten Singulari 
täten (Lastsingularitäten). 


Auf diese Weise kommt man dazu, jedem inneren Kraftbegrifie oder noch all- 
gemeiner jedem Begriff einer elastischen Wirkung einen Singularitätenbegrifi dual 


zuzuordnen. Die nebenstehende Tabelle stellt diese Zuordnung für Balken, Platten und 
Scheiben dar. 

Durch die hierdurch gegebene Verallgemeinerung des »Last«begriffes wird eine 
weitgehende Verallgemeinerung des Maxwellschen Satzes von der Gegen 
seitigkeit der Verschiebungen ermöglicht. Es seien nämlich r, s irgendwelche 
elastische Wirkungsbegrifie, /, 5 die denselben dual zugeordneten Singularitäten. Dann 
besteht eine Gegenseitigkeitsbeziehung, die sich unter Benutzung des Einflußlinien- (bzw. 
bei Platten des Einflußflächen-) Begriffes wie folgt ausdrücken läßt: Die Linie (die 
Fläche) der Wirkung s einer an der Stelle « wirkenden Singularität A stellt im passenden 
Maßstabe die Einflußlinie (Einflußfläche) für die Wirkung r an der festen Stelle « aus 
einer wandernden Singularität S dar. 

In vielen Fällen führen die neuen Singularitäten zu sehr zweckmäßigen neuen 
Wegen zur tatsächlichen Ermittlung gewisser Einflußlinien oder Einflußflächen; 
so z. B. kann man aus den gefundenen neuen Zusammenhängen eine sehr einfache unab- 
hängige Konstruktion der Einflußlinie für das Biegemoment, Querkraft usw. eines be 
liebigen (Querschnittes eines Balken- oder Rahmentragwerkes ermitteln, oder die auf an- 
derem Wege erhaltenen Einflußlinien schnell und unabhängig voneinander prüfen. 

Eine viel wichtigere Anwendung der neuen Begriffsbildungen ist die einfache 
l,ösung gewisser Randwertaufgaben der Elastizitätstheorie auf grundsätzlich neuem 
Wege. Kin Doppelmoment bedingt nämlich einen Knick, ein Doppelangriff einen Sprung 
in der Biegelinie eines Balkens. Will man also ein eindimensionales Traggebilde mit 
freien Enden behandeln, so kann man in vielen Fällen von einem anderen den zu be- 
handelnden in sich enthaltenden ausgehen, und an den als freie Enden gewünschten 
Stellen je ein Doppelmoment und einen Doppelangriff anbringen, deren Größe aus der 
Bedingung zu bestimmen ist, daß an diesen Stellen das Biegemoment und die Querkraft 
verschwinden müssen. Das einfachste Beispiel für die Zweckmäßigkeit dieser Behand- 
lungsweise ist die Zurückführung eines Rahmentragwerkes mit vielen gleichen Feldern 
auf ein solches mit unendlich vielen gleichen Feldern, wobei man im allgemeinsten Fall 
vier lineare Gleichungen mit vier Unbekannten auflösen muß; die Ersparnis an Rechen- 
arbeit gegenüber dem bekannten Verfahren ist in diesem Falle sehr beträchtlich. Viel 
mannigfacher sind die analogen Anwendurgen der neuen Begriffe zur Lösung von Rand- 
wertaufgaben von Platten und Scheiben mit freien Rändern. Im allgemeinsten Falle wird 
man hier auf zwei simultane Integralgleichungen geführt, deren Kerne von den Wirkungs- 
funktionen der höheren Singularitäten gebildet werden. 23,7 
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8. Über einige Anwendungen eines Unstetigkeitsfaktors 
in der Mechanik. 
Von HARRY SCHMIDT in Köthen 


Den Gegenstand des Vortrags bildet die Erläuterung eines Integrationsverfahrens 
für lineare inbomogene (gewöhnliche oder partielle) Differentialgleichungen, das ins 
besondere für den praktisch häufig vorkommenden Fall eines stückweise konstanten 
Störungsgliedes von Nutzen ist. Dieses Verfahren basiert auf der in einer früheren 
Arbeit!) bewiesenen Relation 


1% ne — 
e! \2ri- N 5 e': 4 ‚ falls ?>0, 
k d zZ = - ) 1 / 1 Di 
J w-no)' f(@) / i 
a— ia ‚0, Mallsi<o, 

in der /(z) eine analytische Funktion der komplexen Variablen z bedeutet, deren rezi 
proker Wert für 2-—>& dem Betrage nach beschränkt bleibt, die ferner lediglich isolierte 
Nullstellen <; mit Realteilen kleiner als @« > 0 besitzt, und für die schließlich in der Um- 


gebung einer sfachen Nullstelle z; (=0,1,2,...) eine Reihenentwicklung von der Form 


87 % 
1 x A) u, “76 F% = y 
_ — I y% x “7 
(2 z)-f 2) > | (2 — 25)" x () 


eilt, unter 2, eine Zahl verstanden, deren Realteil gleichfalls kleiner als a ist. Für 


’@)= 1 und „= 0 erhalten wir die Beziehung 
a t ı , 
"etz (\2az:, falls E>0, 
"FE ® n 
J@ (0, falls!<o, 
l ı O0 
und hiermit läßt sich nun das stückweise konstante Störungsglied p (X. %;,,...,%,) einer 
linearen Differentialgleichung 
L Iw (X; ’ Ta, u. 0.08 2 | p (X, X, ..0g TC) 
in der Form 
L .. 
1 . er tr tn 
2 (,%,..,%) = -_1»9- dz 


2 ni 


schreiben, worin die p, feste Größen bedeuten, sowie unter p, (X1.X2,:..,%.) geeignet 
gewählte Funktionen der unabhängigen Variablen %ı, X, ...,%. zu verstehen sind. Ist dann 


} „2 IE : 
u (u. er u — 
B Pr. 
die den einschlägigen Anfangs- bzw. Randbedingungen genügende Lösung der Gleichung 
L [zu (21, a —_ ePy (An Tg. 2.) 2 
so ergibt sich auf Grund des linearen Superpositionsprinzips als gesuchte Lösung zunächst 
der Ausdruck te 
pP tı,?7 2 
w (X, I... u) = Ze) >> pw’ F.(») (X, Va, 2:0, Un) — dz . 
ni 5 y 2: f"’ (@) 
d IF z 


der sich, falls die Funktionen /,‘") (z) die erforderlichen Voraussetzungen erfüllen, durch 
Anwendung der eingangs notierten Relation in eine handliche Form bringen läßt 

Die Anwendungsmöglichkeiten des vorstehend skizzierten Rechnungsverfahrens auf 
statische und dynamische Probleme sind überaus mannigfaltig. Sie erstrecken sich u. a. 
auf die Theorie der Stoßerregung beliebiger schwingungsfähiger Systeme, auf die Behand 
lung von Biegungsaufgaben bei unstetigen Lastverteilungen sowie auf die Untersuchung 
der Wirkung plötzlicher Belastungsänderungen und beweglicher, zeitlich durchweg bzw. 
stiickweise konstanter oder periodisch veränderlicher Lasten, worüber in einer Reihe von 
Arbeiten ausführlich berichtet werden soll. 23,8 


) Harry Schmidt, Zeitschr, f. Phys. Bd. 39 (1926), S. 474. 
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9. Flügelschwingungen an Flugzeugen. 
Von H. G. KÜSSNER in Berlin-Adlershof. 


Schwingungserscheinungen an Flugzeugen, deren Ursache geringe Steifigkeit der 
Bauteile ist, werden häufig beobachtet. Während die durch Massenkräfte des Motors an- 
geregten Schwingungen verhältnismäßig harmlos sind, erwiesen sich die durch Luftkräfte 
angefachten Schwingungen der Flugzeugflügel als sehr gefährlich, da ihre Anregung aus 
der kinetischen Energie des ganzen Flugzeuges stammt. 

Bei hoher Geschwindigkeit gerieten die Flügel mancher Flugzeuge in starke 
Schwingungen, die in vielen Fällen zum Bruch und Absturz führten. Erklärungen hicr- 
für hat als erster Birnbaum in seiner Dissertation Göttingen 1922 geliefert'). Sie waren 
grundlegend für die in der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt durchgeführten 
Untersuchungen’), 

Der Strömungsverlauf um den schwingenden Flügel hängt davon ab, welchen Weg 
in Flugrichtung der Flügel bei einer Schwingung zurücklegt, d.h. welche Wellenlänge 
die Schwingung hat. Ist die Wellenlänge groß (>30 Flügeltiefen), so wird sich eine 
annähernd stationäre Strömung um den Flügel ausbilden, die man leicht berechnen kann 
und die bisher die Grundlage für die Untersuchung angefachter Flügelschwingungen 
bildete. Bei Flugzeugen sind die angefachten Flügelschwingungen jedoch in der Regel 
kurzwellig und haben Wellenlängen von 3 bis 8 Flügeltiefen. Die instationäre Strö- 
mung um den schwingenden Flügel mit Querruder wurde daher exakt untersucht, und 
zwar für das ebene Flügelproblem mit paralleler Luftströmung und für harmonische 
Schwingungen. 

Eine ebene, im Luftstrom schwingende Platte denken wir uns in ihrer Wirkung 
durch gebundene Wirbel ersetzt, welche ebenso wie die Flügelbewegung harmonische 
Funktionen der Zeit seien. Der schwingende Flügel erzeugt ständig freie Wirbel, welche 
mit dem Luftstrrom wegschwimmen. Diese freien Wirbel sind nach dem Satz von der 
Erhaltung der Wirbelstärke aus den gebundenen Wirbeln leicht berechenbar. Wir be- 
stimmen nun die Strömungsgeschwindigkeit an der Flügelkontur nach dem Biot-Savart- 
schen (Gesetz durch Integration der Wirbelwirkungen und vergleichen sie mit der tat- 
sächlichen Flügelbewegung. Aus diesem Vergleich erbalten wir die gesuchte Verteilung 
der gebundenen Wirbel und damit die auf den schwingenden Flügel wirkenden Luft- 
kräfte und Momente. 

Die angefachten Flügelschwingungen entstehen durch Zusmmenwirken der Luft- 
kräfte, Massenkräfte und elastischen Kıäfte. Die Baustoffdämpfung des Fiügels wird 
dadurch berücksichtigt, daß man sich bei einer Schwingurg die Formänderungen den 
elastischen Kräften um einen kleinen Winkel nacheilend denkt, der 1/z des üblichen 
logarithmischen Dekrement ist. Als Schwingungskriterium dient das Verschwinden der 
Nennerdeterminante eines homogenen, linearen Gleichungssystems, das sämtliche Kräfte 
als hormonische Funktionen der Zeit enthält. Daraus ist die Schwingungsirequenz und 
die kritische Geschwindigkeit bestimmbar. Die hier angewandte Methode ist ein Analogon 
zur atomistischen Wellenmechanik. 

Der Flügel hat in der Regel drei Freiheitsgrade des Schwingens: Biegung, Dre- 
hung des ganzen Flügels, Ruderdrehung. Die komplexe Determinante ist dann 9 gliedrig. 
Angefachte Schwingungen entstehen nur, wenn wenigstens zwei Freiheitsgrade vor- 
handen sind. 

Die fir den Fall ebener Strömung gewonnenen Ergebnisse können näherungsweise 
auf den Flügel endlicher Spannweite übertragen werden, da die gegenseitige Störung der 
Strömung an verschiedenen Flügelpunkten der raschen Zirkulationsänderungen wegen 
nicht groß sein kann. Die Determinante des räumlichen Flügels sieht dann ähnlich aus 
wie die für ebene Strömung gebildete; die Elemente sind jedoch bestimmte Integrale. 
Diese Determinante muß wieder versehwinden, und zwar für alle Werte der in Richtung 
der Spannweite gemessenen Abszisse, sofern der Flügel schwingen und endliche Amypli- 
tuden erreichen soll. Hieraus folgen zwei Integralgleichungen mit der Schwingungs- 
frequenz und der kritischen Geschwindigkeit als Eigenwerten. Die Kernfunktionen sind 
die Durchbiegung und die Verdrehung des Flügels. 





) Birnbaum, Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), S. 277. 
Blenk und Liebers, Luftfahrtforschung Bd. 1 (1928), Heft 1. — Küssner, Luftfahrt- 
forschung Bd, 4 (1928), Heft 2. — Küssner, Zeitschr. f. techn. Physik 1929, Heft 9. 
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Diese Gleichungen sind näherungsweise entweder rein rechnerisch oder durch Zuhilfe- 
nahme von Belastungsversuchen am fertigen Flugzeug lösbar. Handelt es sich darum, die Höhe 
der kritischen Geschwindigkeit nachträglich zu bestimmen, so führt besonders dieses letzt- 
erwähnte halbexperimentelle Verfahren rasch zum Ziel. Die praktischen Mittel zur Ver- 
hütung angefachter Flügelschwingurgen sind: ausreichende Verdrehsteifigkeit des Flügels 
und Massenausgleich des Querruders. 23,9 


10. Über die angenäherte Berechnung der Strömung 
um einen Propeller in Fahrt mit unendlicher Flügelzahl. 
Von KURT FRIEDRICHS in Aachen. 


Bei manchen hydrodvnamischen Fragen hat man sich damit begnügt, die zu- 
gehörigen Differentialgleichungsprobleme angenähert zu lösen. So bei der Prandtlschen 
Tragflügeltheorie, bei der Betzschen Theorie des Propellers mit endlicher Flügelzahl; 
auch die von Birnbaum angegebene Methode zur Berechnung der Zirkulation um flache 
Profile gehört hierher. Es handelt sich hierbei immer um Strömungen, die nur wenig 
von einer »ungestörten« abweichen. Systematisch kann man die Näherungsrechnung be- 
gründen, indem man die gesuchte Strömung in der Umgebung der »Ungestörten« ent- 
wickelt denkt und nur die ersten Glieder berücksichtigt. Auf Anregung von Prof. 
v. Kärmän wurde in dieser Weise die T'heorie der Schraube in Fahrt mit unendlicher 
Flügelzahl behandelt. In erster Näherung ergeben sich so dieselben Ausdrücke für Schub 
und Leistung, welche man bisher angab ohne, wie es scheint, den genauen Verlauf der 
zugehörigen Strömung in erster Näherung zu beschreiben. Ferner wird Schub und 
Leistung unter Berücksichtigung »sämtlicher Glieder zweiter Ordnung« berechnet. 


Der Propeller sei als eine Kreisfläche angesehen, welche der hindurchtretenden 
Luft, die ursprünglich rosationsfrei war, eine p!ö:zliche Druckerhöhung und einen Drall 
erteilt. (Von der Reibung sei vollständig abgesehen.) An der Grenze des so entstehenden 
»Strahles« muß der Druck zu beiden Seiten gleich sein. Wegen der unendlichen Flügelzahl 
ist die Strömung radialsymmetrisch. Sie ist ferner stationär, von einem System aus be- 
trachtet, welches sich mit dem Propeller in Fahrtrichtung bewegt. 


Die Strömung ist als bestimmt anzusehen, wenn auf der Kreisscheibe der Sprung 
der Bernoullikonstanten (oder die Zirkulation um die Propellerelemente) vorgegeben 
ist; und überdies die Anblasegeschwindigkeit «, die Propellerwinkelgeschwindigkeit o, 
der Kreisradius AR, die Massendichte « der Luft. 

Es sei nun der Sprangg der Bernoullikonstanten auf dem Schraubenkreis nach 
dem »Belastungsgrad« © entwickelt. 

g=uu’|los()+osi (+... (6- "a uu?: Ra = Schub }. 

ı Der Radius r ist der Abstand eines Punktes von der Achse senkrecht durch den Scheiben 
mittelpunkt;. Entsprechend sei die Strömung in eine Grundströmung und Zusatzströmungen 
erster, zweiter, usw. Ordnung entwickelt. Die Entwicklungskoeffizienten der Eulerschen 
Strömungsgleichungen bestimmen die Wirbelverteilung der Zusatzströmungen aus der 
Kenntnis der vorangehenden Näherungsströmungen. Die Bedingungen der Kontinuität 
und der Druckstetigkeit auf der unbekannten »Grenzfläche« des »Strahls« gehen über in 
Sprungbedingangen auf dem Mantel des »Halbzylinders« hinter dem Schraubenkreis. 

Die Grundströmung ist natürlich die axiale Parallelströmung mit der Ge- 
schwindigkeit «. Die Zusatzströmung erster Näherung läßt sich auf zwei Weisen dar- 
stellen. 

1. Sie ist außerhalb des Halbzylinders Potentialströmung. Innerhalb und auf seinem 
Mantel besitzt sie ein System von »Wirbelschranbenlinien«, deren Stärke und Richtung 
nur vom Radius r abhängt. 


2, Sie läßt sich zusammensetzen aus einer reinen Schraubenströmung im Halb- 


zyvlinder und einer Potentialströmung im ganzen Raum, die auf dem Schraubenkreis eine 
Senkenverteilung besitzt, um dort die Kontinuität wiederherzustellen. 

Aus dieser Darstellung ergibt sich, daß die Geschwindigkeit im Unendlichen hinter 
dem Strahl doppelt so groß ist wie auf dem Schraubenkreis in Punkten mit demselben 
Radius r. Hieraus läßt sich sofort der Radius des kontrahierten Strahles im Unendlichen 
‚n erster Näherung bestimmen. 
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Zur Berechnung von Schub und Leistung in zweiter Näherung braucht man nur 
die (Greschwindigkeit im Unendlichen in erster und zweiter Näherung und die »Strahl 
kontraktion« in erster Näherung zu kennen. 

Insbesondere läßt sich die günstigste Verteilung der Zirkulation /'(r) (um einen 
Kreis mit dem Radius r) berechnen. Wird 


"’(vr)=2nrwuu?”|ss(r) + 0°s, (r) 
entwickelt, so ist 
7 i) 

’ l 4 7 + [73 
) rw? oa’ (8 s u? ! | 
| 
/ N -. pP \ 2 4 i y) 2 In | ] u; Pr ’ 4 ) 
ı (1 | "ww +u cv 2 { 2 v9" Tr" @“ ) a 


| [7 0” 1 
— |] + a - (8 — ) 
/ ı (1 ( t (1 (X )7 4 
Dabeı ist 
A a ; | 1? 1 47 . u 
X nt 1) 8 (« ,) — 2; h: 
l—a 1 + /? t 1+ 4 R 
der Spitzenfortschrittsgrad 
«und 3 verschwinden für A—0 und bleiben l. Etwa bei = 0,4 wird P = !Jı. 
Bei A — 0,5 bzw. 0,25 und = 2 erniedrigt sich bzw. erhöht sich der Wirkungsgrad um 


u vH, wenn man das Glied mit 0° noch berücksichtigt. 
Ks bleibt noch zu untersuchen, ob nicht an Stelle von o andere Entwicklungs- 
parameter geeieneter sind. Die Berechnung der Durchflußgeschwindigkeiten zweiter 
Näherung auf dem Schraubenkreis, die für die Kenntnis der Anblaserichtungen in zweiter 


Näherung notwendig ist, soll noch durchgeführt werden. 23, 10 


11. Eine annähernde Berechnung der Strömung 
um Flugzeugrümpfe im Hinblick auf die Propellerebene. 
Von TH. TROLLER in Aachen, 


Zum aerodvynamischen Entwurf wie zur Festigkeitsberechnung eines Propellers muß 
man die Anblasegeschwindigkeiten des Propellerflügels ermitteln, für deren Berechnung 
eine Voraussetzung ist, daß der ohne Wirksamkeit des Propellers an seinem Orte vor- 
handene Strömungszustand bekannt ist. Für Flugzeuge mit einem Zugpropeller an der 
Spitze des Rumpfes sind die (reschwindigkeiten in der Propellerebene vor allem durch die 
"orm des Rumpfvorderteiles bestimmt. Um diese zu ermitteln, kann man für einen axial- 
symmetrischen Rumpf eine Quellensenkenverteilung längs der Rumpfachse benützen, gemäß 
dem Verfahren, das v. Kirmän zur Berechnung der Druckverteilung auf Luftschifikörper 
anwendet. Auch die Strömung um nicht rotationssymmetrische Rümpfe, deren Querschnitt 
sich nach Größe und Form ändert, wie sie in der Flugtechnik am häufigsten vorkommen, 
läßt sich rechnerisch häufige angenähert feststellen, indem man den Rumpf durch Systeme 
von Quellen- und Doppelquellenanordnungen'!) ersetzt. Zu deren Bestimmung hat man als 
Randbedingung zur Verfügung, daß die Geschwindigkeiten an der Oberfläche des Rumpfes 
in tangentialer Richtung verlaufen müssen. Wenn man diese Bedingung in n Punkten 
erfüllen will, erhält man » Gleichungen für n Variationsmöglichkeiten der Quellenanord- 
nung. Die besondere Schwierigkeit, die sich bei nicht axial-symmetrischem Rumpf er- 
gibt, besteht darin, daß man im allgemeinen, um einen genügenden Grad der Annäherung 
zu erreichen, n so groß nehmen muß, daß die Auflösung des entstehenden Gleichungs- 
systems zu viel Arbeit bereitet. Man kann diese Schwierigkeit in einem technisch brauch- 
baren Verfahren vermeiden, wie im folgenden gezeigt wird, indem man die Quellen und 
Doppelyjuellen längs der Achse anordnet und dann die n Gleichungen in Gruppen 
teilt, die sich jede für sich einfach auflösen lassen. Diese Trennung wird ermöglicht 
durch Ausnützunge der besonderen Eigenschaften von symmetrischen Doppelquellenanord- 
nungen. Wenn man nämlich Doppelquellen in einem Punkte so anordnet, daß ihre Quell- 





| 


Der einfachen Ausdrucksweise halber wird hier das Wort »Doppelquellenanorinungen« nicht 


nur im engeren Sinne zebraucht, sondern auch für mehrere Quellen und Senken mit unendlich kleinem 
\bstand voneinander, bei denen das Produkt aus Quellenstärke und einer Potenz des Quell-Senken- 
abstandes endlich bleibt 
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und Sinkstellen ein symmetrisches Gebilde darstellen in bezug auf jeden Kreisdurchmesser, 
auf dem einer dieser Quell- oder Senkpunkte liegt, dann ergibt dieses Gebilde einen 
Strömungszustand ohne Geschwindigkeitskomponenten in den Ebenen senkrecht zur Kreis- 
ebene, welche den Winkel zwischen zwei Symmetrieebenen halbieren. Wenn man also 
für eine solche Ebene zunächst durch geeignete Quellenanordnungen die khandbedingungen 
erfüllt hat, die durch die Schnittlinie dieser Ebene mit dem (zunächst als rotationssymme- 
trisch bezüglich dieser Schnittlinie aufgefaßten) Flugzeugrumpf gegeben werden, kann 
man durch die Wahl von Doppelquellgruppen, die neu hinzukommen, noch Randbedin- 
gungen in anderen Ebenen befriedigen, ohne daß dadurch die in der ersten Kbene 
liegenden Geschwindigkeitskomponenten geändert werden. Durch diese Form der An- 
näherung ist das Gleichungssystem schon in zwei Gruppen geteilt: die erste enthält die 
Randbedingungen für die nı Punkte der ersten Ebene, die zweite ergibt 2; neue Unbe- 
kannte aus einer neuen Schnittlinie. Oft kann diese Unterteilung weiter fortgeführt 
werden, indem man für die zweite Gruppe wieder eine Ebene wählt, in der die Doppel- 
quellgebilde einer dritten Gruppe keine Geschwindigkeitskomponenten erzeugen. Einen 
praktischen Sinn hat das Verfahren natürlich nur dann, wenn man Quell- und Doppel- 
quellgebilde wählt, die auch außerhalb der gerade betrachteten Ebene von sich aus eine 
gewisse Annäherung an die Rumpfform bringen. Weiter kann man vielfach eine suk- 
zessive Approximation anwenden, indem man zunächst in erster Näherung ein oder zwei 
Schnittebenen befriedigt und dann eine dritte Ebene durch ein Doppelquellensystem be 
stimmt, das die beiden früheren Schnitte nur wenig beeinflußt. Dann kann man zurück- 
gehend sukzessive eine zweite oder, wenn nötige, höhere Approximation erreichen, ohne 
zu jedem Rechnungsgang mehr Arbeit aufwenden zu müssen als zu der Auflösung von 
Systemen von 3 oder 4 Gleichungen nötig ist. — Mitunter wird es nötig sein, nachträg- 
lich nachzuprüfen, ob bei der besonderen Art der sich nach der Annahme der Ver 
teilungsstrecken ergebenden Quell- und Doppelquellgrößen auch außerhalb der betrachteten 
Punkte die Strömung sinngemäß verläuft. Es ist für die Rechnung und für die Güte 
der Annäherung praktisch, die Quell- und Doppelquellgebilde längs einer Rumpfachse 
parallel zur Anströmungsrichtung anzuordnen, als kontinuierliche, streckenweise gleich 
stark bleibende Belegung. Die Kreisebene der Doppelquellgebilde liegt dabei senkrecht 
zur Änströmungsrichtung. 

Durchgeführte Beispiele zeigen die Brauchbarkeit des Verfahrens und seine Er- 
gebnisse. 23, 11 


12. Kinematographische Analyse einer turbulenten Strömung. 
Von J. NIKURADSE in Göttingen. 


(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


Im Göttinger Institut für Strömungsforschung wurden einige Versuche vorgenommen; 
die turbulente Strömung in einem Gerinne durch kinematographische Aufnahmen 
in ihrem feineren Aufbau zu erfassen. Durch Analyse der Aufnahmen konnten dann 
einige für die turbulente Strömung charakteristische Größen abgeleitet werden. 


Durch einen rechteckigen schmalen Kanal von der Breite 25=6cm wurde das 
Wasser mit konstanter Durchflußmenge (R ie 9500) durch eine Zentrifugalpumpe 
getrieben. Die annähernd zweidimensionale turbulente Strömung wurde in bekannter 
Weise durch Bestreuen der freien Oberfläche mit Aluminiumpulver sichtbar zemacht. 
Diese Strömung wurde durch einen Kinoapparat aufgenommen, der auf einem Wagen 
sich längs der Kanalachse über der Flüssigkeitsoberfläche bewegte. Diesem Wagen 
wurden verschiedene Geschwindigkeiten erteilt, so daß man eine Serie von Bildern der- 
selben turbnlenten Strömung, aber mit verschiedener Relativgeschwindigkeit des Be- 
obachters bekam. Der Anlaufseinfluß war in dem Beobachtungsgebiet bereits abge- 
klungen. Um Stromlinienbilder zu bekommen, war die Belichtungszeit auf '/; Sekunde 
verlängert. 

Eine Reihe von Aufnahmen mit derselben Relativgeschwindigkeit des Beobachters 
wurde nun in der Weise ausgewertet, daß diejenigen Wasserteilchen aufgesucht wurden, 
die dieselbe Geschwindigkeit wie der Kinoapparat haben. Diese Teilchen haben also die 
Relativgeschwindigkeit Null in Richtung der Kanalachse und liefern auf den Aufnahmen 
entweder Punkte oder Striche senkrecht zur Kanalachse. Diese »Nullinien« scheiden die 
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Strömung in Gebiete mit größerer bzw. kleinerer Geschwindigkeit als die bekannte Wagen- 
geschwindigkeit. Durch die Filmaufnahme bei verschiedenen Wagengeschwindigkeiten 
läßt sich nun aus den Nullinien eine Verteilung der Längsgeschwindigkeit im ganzen 
Bereich gewinnen. 

Für einen bestimmten Wandabstand konnte man nämlich aus den verschiedenen 
Nullinien feststellen, wieviel Prozent der auf der ganzen photographierten Strecke liegen- 
den Flüssigkeitsteilchen iber der betreffenden Beobachtergeschwindigkeit lagen. Aus 
diesen »Prozentkurven«e kann man einige wichtige Schlüsse ziehen. Zunächst liefert 
olfenbar einen guten Wert für die mittlere Geschwindigkeitsverteilung die 50 °/o-Kurve, 
denn 50 °,, der Flüssigkeitsteilchen in dem betrachteten Wandabstand haben eine größere 
Geschwindigkeit, ebenso wie 50°/, eine kleinere als die so definierte mittlere Geschwindig- 
keit haben. Diese durch räumliche Mittelung längs der Beobachtungsstrecke entstandene 
(teschwindigkeitsverteilung ist übrigens in bester Uebereinstimmung mit der durch ein 
Pitotrohr knapp unter der Oberfläche gemessenen Geschwindigkeitsverteilung. 

Ganz ähnlıch kann man aus den Prozentkurven auch ein mittleres Schwankungs- 
intervall für die Schwankung « bekommen. Dies gelingt schon mit genügender An- 
näherung durch Betrachtung der Differenz der 75 "/sigen und 25 °/,ieen Kurve gegenüber 

der eben benutzten mittleren, 
| 
| 
| 





| d. h. der 50°/,igen Kurve. 


BU: © vous: BU 7 | B Außerhalb des Intervalles zwi- 
| I pe schen der 75 °/„igen und der 





Wa 25 °/„igen Kurve liegen nämlich 
| ri | | | gerade 50°/, der Längsgeschwin- 
/ digkeiten: über der 25 °/, igen 


Kurve definitionsgemäß 25 °/o, 

unter der 75 °/„igen Kurve auch 

25 °/o. In dem Intervall zwischen 

| | r‘ | den beiden Kurven liegen dann 

| , auch gerade 50 °/, der Längsge- 

| n UEEEEERE 5 schwindigkeiten. Die so erhal- 

a ;; ” | tenen räumlichen Mittelwerte des 

\bb. 1. Absolutwertes der Längsschwan- 

kung zeigt die Abb. 1 und zwar 

in l’rozenten der maximalen Geschwindigkeit. Dieser Mittelwert steigt in der Nähe der 
Wand sehr rasch an und bleibt dann fast konstant. 

Die Aufgabe, den mittleren Absolutwert der Querschwankung aus den Aufnahmen 

zu bestimmen, ist bisher noch nicht erledigt. Dagegen kann man leicht den Mittelwert 








-0wv ermitteln, indem man von der aus dem Druckgefälle errechneten Schubspannung 


A du . 
den laminaren Anteil u abzieht. 
d Y 
Weitere Auswertungen der Aufnahmen sind geplant. 23, 12 





13. Drücke auf kegelförmige Spitzen bei Bewegung mit 
Überschallgeschwindigkeit. 
Von A. BUSEMANN in Göttingen. 


Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


Die schon längere Zeit bekannte zweidimensionale Strömung um einen Keil bei 
Ueberschallgeschwindigkeit ') läßt sich auf den rotationssymmetrischen Fall der Strömung um 
eine Kegelspitze erweitern. Bei reibungslosem Gas kann man jede Strömung geometrisch 
ähnlich vergrößern, wobei die Geschwindigkeitsvektoren und die Drücke an entsprechenden 
Punkten erhalten bleiben. Solange es überhaupt eine Lösung für den beliebig langen 
Keil oder den beliebig langen Kegel gibt, was nur bei Ueberschallgeschwindigkeit der 
Fall ist, muß sich daher dıe Strömung in sich selbst vergrößern oder verkleinern lassen. 
Als Fläche konstanten Druckes ergeben sich dabei für den Keil die Halbebenen darch 
die Keilschneide und beim Kegel alle koaxialen Kegel mit derselben Spitze. Beim Keil 


"h. Mever: Forschungzsarbeiten auf dem Gebiete des Inzenieurwesens, herausgegeben vom VDI, 
Heft 62. Berlin 1908 
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treten diese Flächen konstanten Druckes nicht unmittelbar in Erscheinung, weil die ganze 
Druckänderung in einer einzigen Ebene, der Ebene des »Verdichtungsstoßes« zusammen- 
gefaßt ist (Abb. 1). Die Geschwindigkeitsänderung findet ebenfalls in dieser Ebene statt. 
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Ihre Richtung ist senkrecht zu dieser Ebene in der Richtung des Druckanstieges. 


Bei derselben An- 
blasegeschwindigkeit (in 
den Abbildungen ist Luft 
mit zcı gleich der Y 2-fachen 
Schallgeschwindigkeit an- 
senommen) kann ein Ver- 
dichtungstoß derselben 
Stärke in einer Kegel- 
fläche an der Spitze eines 
Kegels auftreten, dessen 
Oefinungswinkel 2» noch 
unbekannt sein möge. Die 
Stromlinien hinter dem Ver- 
dichtungsstoß bilden zu- 
nächst denselben Winkel u 
mit der Achse wie beim 


Keil, sie müssen sich aber 


mit der Zeit zusammen- 
drängen, damit der Quer- 
schnitt jeder Stromröhre 
auch bei wachsender Ent- 


fernung von der Kegelachse 
entsteht ein weiterer Druckanstieg, der 
Druckes Kegelflächen sind. 
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Abb. EL; 


endlich bleibt. Durch die Krümmung der Stromlinien 
adiabatisch erfolgt und dessen Flächen konstanten 
Zeichnet man zu dem Strömungsplan auch in diesem Falle 
das Geschwindigkeitsbild, so muß die Geschwindigkeitsänderung dw jeweils senkrecht zu 
der entsprechenden Kegelfläche konstanten Druckes mit dem halben Oefinungswinkel q 
liegen. Aus der Bedingung, daß zwischen einer Stromlinie und dem Kegel stets dieselbe 
I,uftmasse fließen muß, ergibt sich durch einfache Rechnung (wenn man als Kontroll- 
flächen die Kegelfläichen konstanten Geschwindigkeitsvektors benutzt) eine Beziehung, die 
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den Fortschritt dy mit der Geschwindigkeitsänderung dıv verknüpft. Das Verhältnis 


dı . .y* yr .. ” * a; * . » 
ergibt aber den jeweiligen Krimmungsradius 2? des Abbildes der Stromlinie im 
ddg 

Geschwindigkeitsbild. Aus diesem Krümmungsradius 


J? — ei } 
siı T—» 
H l wkr | 
2 w? 2 
’ ’ .,. { . . ’ C .. N . .. . 
wobei zCxrit die kritische Geschwindigkeit und # ” für Luft der Wert 1,4 ist, läßt sich 


r 
im Geschwindigkeitsplan die Stromlinie zeichnerisch ermitteln und so lange fortsetzen, 
bis der Winkel 5 zwischen Geschwindigkeitsrichtung und Kegelachse gleich dem zuge- 
hörigen g geworden ist. In diesem Punkt ist 5 gleich dem gesuchten v. Aus dem zuge- 
hörigen Geschwindigkeitsbetrag 2; findet man den Druck, der auf der ganzen Kegelfläche 
konstant ist. Ist diese Endgeschwindigkeit 3 selbst größer als die Schallgeschwindigkeit, 
so kann man den Kegel an beliebiger Stelle abschneiden, ohne daß die Drücke auf dem 
Kegel geändert werden. In Abb. 1 und 2 sind im Geschwindigkeitsbild die Kurven für 


beliebiges « und die Grenzkurve für beliebiges » angegeben. 23, 13 


14. Die Wärmeleitung im endlich langen Kreiszylinder 
unter besonderen Randbedingungen. 
Von J. LOTZ in Hannover. 


sab die Veranlassung, die Wärmeleitung im endlich 


Ein technisches Problem | 
langen Kreiszylinder unter gewissen Bedingungen zu untersuchen. Man wünschte die 
Temperaturverteilung im Stempel einer Kalipresse zu kennen, insbesondere die Tempe- 
raturen der Punkte nahe der Stirnfläche, da von deren Schwanken die Lebensdauer des 
Werkzeuges abhängt. In letzter Zeit unternommene Versuche!) haben gezeigt, daß die 
in der Praxis gehegten Bedenken gegen die Schnelläufigkeit der Kaltpressen, durch die, 
wie man fürchtete, eine zu große Abnutzung der Arbeitsflächen infolge schnellen An- 
steigens der mittleren Temperaturen eintrete, hinfällig sind. 

Man muß zur Untersuchung der Verhältnisse folgendes mathematische Problem 
lösen: 

Gesucht ist die Temperaturverteilung in einem kreiszylindrischen Stabe von end- 
licher Länge, wenn die eine Endfläche (Deckfläche) auf konstanter Temperatur gehalten 
wird und auf der anderen Endfläche (Stirnfläche) die Temperatur als Funktion der Zeit 
und des Abstandes r von der Achse gegeben ist. Längs des Mantels ist der Wärme- 
verlust proportional dem Temperaturunterschiede der Oberfläche gegenüber der Umgebung. 
Zu Anfang ist die Temperaturverteilung im Stabe konstant (bei passender Wahl des Null- 
punktes der Temperaturskala: Null 





Der Durchmesser des Stempels sei 2 vo, die Länge !. Bezeichnen wir die Tempe- 
ratur mit |, so muß V, da das Problem achsensymmetrisch ist, der Differentialgleichung 


ER Er AT EE 
l t ae ( 
\t I 2° r 0) 
a Temperaturleitfähigkeit 
genügen, der Anfangsbedingung 
>, 8 | Yo, 0 2 .. u r8 (I) 
den Randbedingungen f>0, ro, 2>0, V>ft,t Tu | © 
Geller, Der Eintluß der Geschwindigkeit bei der plastischen Verformung in Kaltpressen, 
Dissertation, Hannover 1927 
‘4, Fine nähere Frörterung darüber, wie man zu dieser Festlerung der Randbedingungen ge- 
kommen ist, welche Finwände dageren erhoben werden können usw., ist des geringen Platzes wegen 
nicht möglich. Vgl. dazu die demnächst erscheinende Dissertation: Die Erwärmung des Stempels beim 


Stauchvorgane. 
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wo f(r,t) eine endliche und zunächst stetige runktion von 2 und r in dem betrachteten 
Bereiche sein soll. Für den Stempel wird diese Fanktion von der Form p(f)- R(r) an- 


genommen. i>e, tr r.. 2 >! V->konst. . ! BE ı ı ; 3° 
Und zwar soll V für *=/ gleich der Temperatur V,„ der Umgebung sein. V, soll als 
konstant angesehen werden und mit Null bezeichnet werden. 
a e V y . 
>60, o<“z<Ll r>n, A +-aV>0 . (IV), 
Er 


(A Wärmeleitfähigkeit, « Wärmeübergangszahl an Luft). 
Man kann die Lösung dieses Problems zweifach gewinnen, je nachdem man an die 
Fouriersche oder an die Thomsonsche Lösung für den linearen Stab anknüpft. 


Ich gebe die beiden Lösungsformen an: 


I. Thomsonsche Form: 


»- f 


% FI. Ta i) 
, e % "RR. y Zu ol kalt -) 2 
} \2 : f) z— n A Jo \/n'T) ß ax mr zgı) de UYnelt j 
id Fi. u \# / 2 P g 7 d 7 
mn m  « 1 3 


0 — on (0 Intrlat- dd 
wo Jo die Besselsche Funktion nullter Ordnung bezeichnet, die y„ die Wurzeln der 
Gleichung 
Y Jo (7 ro) T x ). 2 Jo (7 ro) U 


sind und die A, die »Fourierkoeffizienten« der Entwicklung der Funktion R(r) nach 
den Funktionen J (Yu r): 


R N Y ——— h “ A n Jo \ Yn ”; ® 
e 


lI Fouriersche Form: 


ve) 
\ \ ( Pr Yn Sin N 
V (z,rt)=g(t) > n An Jo (Ya r) \e oo rt 
PN ! Sin zul 
) 
nm rt b ’ 
\ \ Bea 
> u. ö 7 “ l \ r 
U mi I — m ı\ ? .: 
\ . | ) + ru | 


Man kann zeigen, daß die Fouriersche Form die sin-Entwicklung der Thomson- 
schen nach 2 ist. Die Thomsonsche Form konvergiert gut für kleine z und beliebige r 
und £, die Fouriersche für Werte z nahe / und beliebige r und ?. Im Falle, daß die 
Stirnflächentemperatur periodisch, also p (£) periodisch ist, wird die Temperaturverteilung 
im Stabe einem Beharrungszustande zustreben, der die @leiche Periode hat. Man kann 
mit Hilfe der Fourierschen Form leicht abschätzen, wie groß die Abweichung zur Zeit 7 
von diesem Beharrungszustande ist. Bei der Rechnung nach der Thomsonschen Form, 
die, da nur die Temperaturen für kleine z interessieren, benutzt wird, läßt sich der 
Einfluß einer Aenderang von Material und Dimensionen des Stempels leicht abschätzen. 
Das ist für die Praxis wesentlich. Den Einfluß einer Kürzung der Periodenlänge, also 
einer Steigerung der Tourenzahl der Presse, kann man bei den üblichen Materialien und 
Dimensionen verhältnismäßig leicht überblicken: Wenn die Periodenlänge von V auf g-% 
(1 <1) abnimmt und die Funktionswerte die gleichen bleiben, nehmen die ÖOrdinaten 
der Temperaturwelle im Beharrungszustande und damit die mittlere Temperatur den 


höchstens — —- mal größeren Wert an. Die Annahme der gleichbleibenden Funktionswerte 
X 

ist bei geringen Stauchungsgraden nach Geller gestattet. Im übrigen könnte man eine 

proportionale Vergrößerung der y(f), daß also statt p(f) die Werte xp (f) eingehen, 

leicht aufnehmen und würde damit auch in komplizierteren Fällen eine obere Schranke 

für die mittlere Temperatur erhalten. 23,14 
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15. Schwingungsprobleme und nichtlineare Integralgleichungen. 
Von R. IGLISCH in Berlin 


Die ungeraden mit der lalbperiode z periodischen Schwingungen eines einer 
sinusförmieen erzwingenden Kraft unterworfenen mathematischen Pendels der Masse I 
und der Länge g «* (g = Schwerebeschleunigunrg) werden im Intervall <o,7 > für die 
Zeit £ dargestellt durch die Lösungen von 


+ oa’sint= - D sin £ (erste Randwertaufgabe). 

Schon Herr Hamel hat in den Math. Ann. 86 gezeigt, daß 1. für beliebige «° 
und 5 mindestens eine Lösung besitzt, für @” < 1 genau eine Herr Hammerstein 
Kine nichtlineare Randwertaufgabe; die Arbeit erscheint demnächst im Jahresbericht 
d. D. Math. Vereinigung) konnte auf elementarem Wege zeigen: Bei festem ß gibt es 

j eine Konstante & (pP), so daß für «= 1. mehr als z.B. «/3 
/ ı l,ösungen besitzt '). Die Lösungsanzahl wächst also mit wachsen 
Pr dem « über alle Grenzen. Die großen Werte von ß kann ich 
| Bd > a we. durch folgendes Resultat erledigen: Vorgegeben sei eine Zahl 
u ku —-« 9 > 1. Dann gibt es eine endliche Zahl 9 (%), so daß 1. für 
| alle «-&% und =, genau eine Lösung besitzt. 

Für #0 sind sämtliche Lösungen von 1. bekannt. Die freien Schwingungen 
lassen sich ja leicht als elliptische Funktionen darstellen. Ausgehend von 5 = 0 gelange 
ich unter Heranziehung der von Herrn E. Schmidt entwickelten Theorie der nichtlinearen 
Integralgleichungen (Math. Ann. 65) und eines Verfahrens der analytischen Fortsetzung zu 
folgendem Resultat: In der «?, 3-Ebene (siehe Abb.), von der ich nur positive 5 zu betrachten 
brauche, da für negative 5 x das Vorzeichen umdreht, gibt es ein System von analytischen 
Kurven, die in den Punkten @«?=1,4,9... mit horizontaler Tangente beginnen sie 
verhalten sich übrigens in der Umgebung von «= vr’, ?=0 wie P?= P- («@* — v?)’ mit 
positivem 2° — von folgender Beschaffenheit: Zu den Wertepaaren («?, %) über diesen Kurven 
gibt es neben Einzellösungen mehrfache Lösungen. Mit Ausnahme höchstens von ab 
zählbar vielen Punkten, die sich im Endlichen nicht häufen können und die die einzigen 
singulären Punkte bilden können, ändert sich die Lösungsanzahl von 1. an den Kurven 
um 2. Diese abzählbar vielen Ausnahmepunkte bilden noch eine gewisse Lücke in der 
heorie, die durch spätere Untersuchungen noch beseitigt werden muß. Es ist nämlich 
denkbar, daß an diesen Stellen unsere Kurven von anderen analytischen Kurven gekreuzt 
werden, üiber denen auch mehrfache Lösungen liegen. Mehrfache Lösungen und demnach 
Aenderungen in der Gesamtzahl der Lösungen von I. können jedoch nur längs eines 
solchen Systems von analvtischen Kurven stattfinden. Es wäre also von höchstem Inter 
esse, dieses Kurvensystem anzugeben. 

Besonders interessiert man sich für die 1-Kurve. Durch Erweiterung von Ueber 
legungen im Kleinen an der zum Punkt @’= 1, ?—= 0 gehörenden Schmidtschen Ver- 
zweigungsgleichung gelangt man zu folgendem Resultat, das bisher nur bis etwas über 
T 2 hinaus sichergestellt ist, wahrscheinlich aber noch weiter gilt. Die 1-Kurve weist 
bis dahin keinen Ausnabmepunkt auf. Hält man «? zwischen 1 und 2 fest und läßt > 
von 0 an wachsen, so läßt sich die bei ?= 0 bestehende positive freie Schwingung für 
wachsende 9 stetig fortsetzen bis zu beliebig großen 3. Die identisch verschwindende 
und die negaiive Freischwingung jedoch nur bis zu unserer 1-Kurve, wo sie zu der 
dortigen Doppellösung zusammentreten und über das durch die Kurve gelieferte $ hinaus 
nicht mehr existieren. An der 1-Kurve verschwinden also plötzlich zwei Lösungsmög- 
iichkeiten Weitere Lösungen von I. gibt es nicht für @®° = 2. Links der 1-Kurve gibt 
es mithin eine Lösung, rechts darunter drei. 

Diese Resultate werden auf den elektrischen Schwingungskreis angewandt, wo sie 
einige von Hrn. Martienssen (Physik. Zeitschr. 11) erhaltenen Versuchsergebnisse 
theoretisch bestätigen. Analoge Ueberlegungen werden an einem dem Zentrifugalregu- 
lator ähnlichen System durchgeführt, das auf den Gleichungstyp 

2. x + a?’ sin x — PB? g? (tl) sin 2x — 0 
führt. Ilier kann man wieder, wie oben, ein Kurvensystem angeben. Doch tritt in diesem 
Falle kein sprunghaftes Aufhören periodischer Lösungsmöglichkeiten z. B. an der 1-Kurve 
ein, da bei dem früher geschilderten Prozeß der Vergrößerung von ß an der 1-Kurve 
alle drei Lösungen zu = (0 zusammentreten, welches oberhalb der 1-Kurve die einzig 
existierende ist 23, 15 


= uU, 


Diese Aussage konnte von mir neuerdings wesentlich verschärft werden. 
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16. Über die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von W. STERNBERG in Breslau. 


Der erste Versuch einer mathematischen Begründung der Wahrscheinlichkeitslehre 
Anzahl der günstigen Fälle 


ıübrt von Laplace her. Er definiert: Wahrscheinlichkeit 2 

Anzahl der möglichen Fälle 
vorausgesetzt, daß alle möglichen Fälle gleich möglich oder gleich wahrscheinlich sind 
Additions- und Multiplikationssatz werden als Liehrsätze abgeleitet. Nun ist es zwar 
Iorisch denkbar, die Wahrscheinlichkeit auf die Gleichwahrscheinlichkeit zurückzuführen 
und die letztere zu definieren, bevor ein Maß für die erstere definiert ist. Da die Gleich- 
wahrscheinlichkeit aber nie definiert worden ist, fehlt dem Versuche von Laplace die 
Grundlage. Ueberdies ist die Definition von Laplace nur auf rationale Wahrscheinlich- 
keiten anwendbar. Sie versagt bei irrationalen Wahrscheinlichkeiten, z. B. bei der Wahr- 
scheinlichkeit, mit einem empirischen (nicht mathematischen) Würfel eine bestimmte Zahl 
zu werfen. Daher wurden Versuche gemacht, die Wahrscheinlichkeitstheorie exakter und 
alleemeiner zu begründen. 


Bohlmann hat in der Enz. d. math. Wiss. (Bd. I, Teil IID 4b) ein Svstem von 
Definitionen und Axiomen als Grundlage aufgestellt. Hier erscheinen Additions- und 
Multiplikationssatz als Axiome. Die Wahrscheinlichkeit selbst für das Eintreten eines 
Freignisses X wird »definiert« als ein FE zugeordneter positiver echter Bruch. Sie er- 
scheint also einfach als ein Grundbegrifi, der nicht mehr auf andere Begriffe zurück 
geführt werden kann, ähnlich wie der Begriff des Punktes in der Geometrie. Broggi hat 
(Diss. Göttingen 1907) bewiesen, daß das Axiomensystem von Bohlmann die Belingungen 
der Widerspruchslosigkeit und (nach einer geringfügigen Modifikation) Unabhängigkeit 
erfüllt. Borel nimmt in seinem e„roßen Werke über Wahrscheinlichkeitsrechnung (er- 
scheint seit 1925) denselben Standpunkt wie Bohlmann ein, insofern auch bei ihm 
Additions- und Multiplikationssatz als Axiome auftreten. 


In der Math. Zeitschr. Bd. 5 hat nun Herr v. Mises die Wahrscheinlichkeits 
rechnung statistisch zu begründen versucht. Er stellt zwei Axiome auf, aus denen sich wieder 
Additions- und Multiplikationssatz als Folgerungen ergeben. Das erste Axiom, auf das 
allein wir hier eingehen, besagt in dem Fal!e, daß nur zwei Ereignisse FE und F möglich 
sind, folgendes: Tritt bei s Versuchen m Mal Z ein, so existiert der Grenzwert lim m/s 


JS 


und ist definitionsgemäß gleich der Wahrscheinlichkeit p für E. Ebenso ist natürlich 


n 8 17 y . . .. . . . . 
lim — g — Wahrscheinlichkeit für F. Demnach existiert bestimmt (nicht bloß wahr- 
x Y S 
ET . . . ... . . N 
scheinlich) zu einem beliebig gegebenen positiven & ein so derart, daß p=e, wenn 


nur s= so. Diese Aussage steht aber in Widerspruch zu dem Theorem von Bernoulli, 
welches doch in jeder Wahrscheinlichkeitslehre gültig bleiben muß und sieh natür 
lich auch aus den Axiomen von Herrn v. Mises ergibt. Nach dem genannten 
Theorem nämlich besteht die Wahrscheinlichkeit ® (y) — für die Bernoulli den Aus 


2 ° » ... 
druck le “dt gefunden hat, worauf es aber hier nicht ankommt dafür, daß 


— 1 —Yy “7 ist, also die kompiementäre Wahrscheinlichkeit W (7) ı—P(y) dafür, 


daß p>Y / “#“ ausfällt. Man nehme nun hier für s die als existierend postu- 
8 

’ . i ' r /2pq ) u 

lierte Zahl s und bestimme 7 durch die Gleichung y | —e, Dann ist mit der 


‘ 
&) 


r . . . ur / m 
Wahrscheinlichkeit ‘7’ (y) darauf zu rechnen, daß -—-p|>e wird. Hierin liegt der 
Widerspruch zu dem Axiom von der Existenz des Grenzweries; denn ‘P’(y) mag vielleicht 


sehr klein sein, kann aber nicht verschwinden, weil 7 endlich ist. 


Das Axiomensystem von Bohlmann scheint bisher das einzige logisch einwand 
freie zu sein, 23,16 
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17. Die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung. ') 
Von ERHARD TORNIER in Kiel. 


F—= (a,,) sei eine unendliche Matrix, a;. ein beliebiges Element aus 


\ 


f fi ; r 
i (0) (1) 2, 
Ve it SE 


iur i 
f; die Gesamtheit der im ten Versuch möglichen, sich ausschließenden Ergebnisse. F ist 
sozusagen Idealbild aller durch eine Versuchsanordnung erklärter unendlicher Versuchs- 
reihen (Versuchsreihe = Spalte). 

C— (et) el ,.e, ’) sei ein beliebiger Spaltenanfang. 4A,[(C)] sei die Anzahl der 
Spalten in F bis zur k-ten inkl., die mit © beginnen. R,[(C)] ist die entsprechende 
relative Häufigkeit. 

CU und € schließen sich aus, wenn sie ihrer Zusammensetzung nach nicht in 
derselben Spalte stehen können. 

Eine Reihe mit reellen Summanden heißt einwertig, wenn keine Umordnung der 
Summanden die (eventuell unendliche) Reihensumme ändert. 

Ist 9 eine Spaltenfolge aus F, so ist R,(g) die relative Häufigkeit des Auftretens 
der Spalten aus y in F bis zur A-ten Spalte von F inkl. 

D=(Yı 93, 93,...), also eine Folge von Spaltenfolgen aus F, heißt Selektiv, 
wenn 1. lim 2%(q,.)— W(g,„) für alle n existiert; wenn 2. für jede natürliche Zahl p zu 

> 
jeder Gesamtheit aller der Spalten, die von der p-ten Zeile inkl. ab übereinstimmen, 


) 


eine Zahl N(@.’) existiert, so daß eine Spalte aus G, entweder allen 9, mit n — N(G,') 


AR : FOR . (os) a A r i 
angehört, oder keinem solchen 9,. (Nicht alle Spalten aus G, brauchen hierin sich gleich 
zu verhalten. 


Die Folee 9, der Spalten aus /\, die fast allen (bis auf endlich viele) q„ von D 
angehören, heißt die Grenzfolge von ®. 





F heißt Wahrscheinlichkeitsield, wenn folgende sechs Axiome gelten: 


I. lim AR, | CO)! — w\“) existiert für alle ©. 
ep 
Il. lim 14, [(C)] : Au [CC |} ltr. tr, Ju), C= (ae)... er), 
> 
C—= (al) et9),,..e, ) existiert auch, wenn lim A. [(C’)| = 0. 
kn» 
x | x 
U. im 2 &,RI(C,) NY a,w(,), wenn die rechte Seite einwertig ist und die 
k-»>0 y l ) 1 


C', eine Folge sich paarweise ausschließender Elemente bilden. 
IV. Für jedes Selektiv existiert: lim W (9) ?). 
n—>&®& 
V, Für jede Grenzfolge existiert: lim A. (Y..). 
k—x& 
VI. lim 7& (p.) = lim W’(g,), wenn g„ Grenzfolge von P = {g,} ist. 
k-2% >»X 
IV bis VI beantworten Fragen, wie z. B. nach der Wahrscheinlichkeit, daß in 
einer unendlichen alternativen Versuchsreihe (Spalte) das Ereignis genau m — mal eintritt 
und alle ähnlichen. 
Die unabhängigen Wahrscheinlichkeiten entstehen, wenn in II allgemein voraus- 
gesetzt wird: 
(Y,r2. -1)u0%) - Gr) oh) = wr®. 
A 
Man beweist durch Konstruktion die Widerspruchsfreiheit der Axiome und zeigt, 
daß alle Sätze der Wahrscheinlichkeitsreehnung sich als Sätze über Grenzwerte in Wahr- 
scheinlichkeitsfeldern beweisen lassen. Die geometrischen Wahrscheinlichkeiten werden 
als Grenzwerte diskontinuierlicher Wahrscheinlichkeiten erfaßt. 23,17 


Siitze und Beweise finden sich in einer demnächst in Crelles Journ. erscheinenden Arbeit 
gleichen Titels. 

Weitere Untersuchungen haben inzwischen gezeigt, daß es zweckmäßiger ist, IV. der Selektiv- 
definition als Forderung 3 einzufügen und dadurch den Selektivbegriff einzuengen. 
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18. Über die Anwendung der Steinerschen Fläche in der Erb- 
lichkeitslehre, insbesondere in der Theorie der Blutgruppen. 
Von F. BERNSTEIN in Göllingen. 

Nach der Entdeckung Landsteiners zerfallen die Menschen in 4 Blutgruppen 
0, A,B, AB derart, daß das Blut derselben Gruppe sich ohne Reaktion mischt, während 
bei Mischung von Blut verschiedener Gruppen gesetzmäßige Reaktionen statifinden. Die 
Zugehörigkeit zur Blutgruppe ist erbbedingt, und zwar bestehen nach der T'neorie des 
Vortragenden 3 Erbeinheiten A,B, R, welche von eirer Ei- oder Samenzelle jeweils getragen 
werden derart, daß die befruchtete Eizelle und ebenso das von ihr stammende Individuum 
eine der sechs Doppelformeln 

AA BB R \ 
{ A, { =B, AB=AB, EKRR=0 (1) 
AR\ BR\ 
tıägt. Infolge der Rezessivität der Erbeinheit 2 gegenüber A und B reduzieren sich die 
6 Blutklassen in der in (1) durch die Klammern angegebenen Weise auf die 4 beobachtbaren. 

Die Verteilung der Blutgruppen in den verschiedenen menschlichen Populationen 
ist eine durch Rassenzusammensetzung bedingt verschiedene. Bezeichnet man die Häufigkeit 
der Gene A,B,R mit p,q,r(p+qg-+-r= 1), so sind, aus der geographischen Variation 
za schließen, diese Häufigkeiten charakteristisch für die Population. Die vier beob- 
achtbaren Blutgruppen werden, wenn man ihre Frequenz mit den gleichen Buchstaben 
O0, A, B, AB bezeichnet, bei freier Mischung durch die Formeln 

O=r?, A=p'+2pr, b=qg' +2gqr, AB=2pq. . (2) 
dargestellt. Die Elimination der p,g, r (2 Unabhängige) muß eine Beziehung zwischen 
den 4 beobachteten Blutgruppen (3 Beobachtungsgrößen) liefern, welche ein die Richtigkeit 
der Theorie kontrollierendes Gesetz darstellen muß. 

Deutet man die Blutgruppenfrequenzen 0,A,B, AB als homogene Raumkoordinaten, 
so wird die gesuchte Relation die Gleichung einer Fläche, welche sich als die von Steiner 
entdeckte Römerfläche erweist. Schreibt man diese in der von Weierstraß aufgestellten 
Normalform 


ex = (fıS2- 53), (el rn), (el +5), 0u=lfı +45)’ (5), 
so ist zu seizen 
0,:%:%:% =(O+B):(0+4):0:1 (4) 
und u I 2 e __Pp+gq (r\ 
sı = . eo = . 3; = ] . 2). 


IN 


In der von Cayley aufgestellten Form lautet nunmehr die Gleichung der Fläche. 


Vo-+A4 Yo +B- Vo - 1-9 ee u 


In dieser Form ist sie an 75 Populationen von mehr als 200000 Personen numerisch 
geprüft und bestätigt worden, wobei eine genaue Theorie des mittleren Fehlers entwickelt 
und benutzt wurde. Die Formeln (5) stellen die Abbildung der Steinerschen Fläche 
mittels der Weierstraßschen Parameter auf die Projektivebene dar. Die Fläche ist vom 
Geschlecht 0, und die Abbildung ist umkehrbar eindeutig und singularitätenfrei. Infolge- 
dessen lassen sich die Parameter &,,&,°, rational durch die Koordinaten der Fläche 
darstellen und zwar in der Form 


u: AERO. BER EIN. Er  - 


l »83 » /3 
2 u’ 3 


Ai 
[1 (23 
Low) 


283 F l »2 
wo die Doppelprodukte offenbar lineare Kombinationen der %1, %,%s;,X, sind. Die Durch- 
führung ergibt, wenn man auf die p,gq,r und die Blutgruppenzahlen zurückgeht, die 


Bestimmung 
p:q:(I+r)=(2B+4AB):2?A+AB):AB .... 0.68) 
Der Vortragende gab noch weitere Ausführungen über die Bedeutung der von 
Weierstraß, Cayley, Clebsch ermittelten Tatsachen über die Steinersche Fläche in 
der Theorie der Blutgruppen und wies auf neue algebraische Probleme hin, die sich daraus 
ergeben, daß für die mit Zufallsfehlern behafteten Beobachtungen die im Sinne der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung beste Bestimmung der Weierstraßschen Parameter, die im 


Mittelpunkt der anthropologischen Forschung stehen, notwendig wird. 23, 18 
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19. Vektorische Fehlertheorie und geodätische Fehlerübertragung.') 
Von A. BASCH in Wien. 


Bei den Örtsbestimmungen der Geodäsie wird der Ortsvektor © eines Neupunktes 
nach Durchführung von Messungen, von deren Ungenauigkeit hier abstrahiert werden soll, 


als Funktion der Ortsvektoren \, (u —= 1,2,...m) einer Anzahl von Altpunkten berechnet. 
Ein einfacher Fall wäre seine Angabe durch die Gleichung 


1m 27 
S = 3 X ) m t& KR — 1) . . . . . . . . (1), 
1 


ein Fall, der bei der Ortsbestimmung durch Rückwärtseinschneiden in der Ebene realisiert 
ist. Die skalaren Vorzahlen «, sind in diesem Falle die baryzentrischen Koordinaten 
des Neupunktes in bezug auf die drei Altpunkte und nur von den orientierten Winkeln 
des Altpunktedreieckes und den orientierten Sehwinrkeln, unter denen die gerichteten 
Dreieckseiten vom Neupnnkte aus erscheinen, abhängig. 

Bedeutet a, den Fehler des Vektors W,, so ist die Genauigkeit des Vektors VW, 
bzw. der Lage des Punktes, dessen Ortsvektor I, ist, durch den Fehlertensor | 


I ww = Eu). 2. 3% 32.0.0) 


gekennzeichnet, der die mathematische Erwartung der symmetrischen Fehlerdyade a, a, 
bildet?). Soll der Fehlertensor des durch Gl]. (1) bestimmten Neupunktes, bzw. seines 
Örtsvektors bestimmt werden, so müssen außer den Fehlertensoren der Altpunkte, bzw. 
ihrer Ortsvektoren, noch die mathematischen Erwartungen der im allgemeinen unsymme:- 
trischen Fehlerdyade 1, ds 


E (A, ’ Is) = Ta, | (0,,0=1,2,... m) . . . (3) 


ty ıXy =. 


gegeben se'n, die als Fehleraffinoren des geordneten Vektor- bzw. Punktepaares (X, - Y(;) 
bezeichnet werden sollen. Die Fehleraffinoren konjugierter Vektorpaare sind konjugierte 
Affinoren; der Fehlertensor eines Vektors bzw. eines Punktes kann als Fehleraffinor eines 
sich selbst konjugierten Vektor- bzw. Punktepaares angesehen werden. Der Fehleraffinor 
soll additiv in seinen symmetrischen oder Tensoranteil und in seinen alternierenden oder 
Axiatoranteil zerlegt werden. Sowie der Fehlertensor eines Vektors bzw. Punktes im 
n-dimensionalen Raume durch ein immer reelles Fehlerhyperellipsoid veranschaulicht 
wird’), ist es möglich, den Tensoranteil des Fehleraffinors eines Vektor- bzw. Punktepaares 
(Fehlertensor des Vektor- bzw. Punktepaares) durch eine Hyperfläche zweiter Ordnung 
mit Mittelpunkt zu veranschaulichen. Dem Axiatoranteil des Fehleraffinors entspricht ein 
Bivektor des betreffenden Raumes, der Fehlerturbor. Fehlertensor und Fehlerturbor kenn- 
zeichnen die zwischen zwei Vektoren oder Punkten bestehende tensorische bzw. turborische 
Fehlerkorrelation. Der Fehlertensor des durch Gl. (1) gegebenen Vektors oder Punktes ist 








m m n—1i m 
Tlecs= 2 Up Ug Ta, 4, = P) Au? IT’, a,+ 2 z 2 Mosts Tu a, . (4), 
0,91 | Pi. n 1 s=o-+1 A 


also nur von den Fehlertensoren der Ausgangsvektoren und der tensorischen Fehlerkorre- 
lation der aus ihnen gebildeten Paare beeinflußt, hingegen von den allenfalls innerhalb der 
Paare der Ausgangsvektoren bestehenden Fehlerturbulenzen unabhängig. Die Fehlerellipse 
des durch Rückwärtseinschneiden bestimmten Punktes ist demnach aus den Fehlerellipsen 
der Altpunkte und den Fehlerkurven der aus ihnen gebildeten Paare ableitbar. Aehnlich 
ergibt sich, daß die tensorische Fehlerkorrelation zweier Neupunkte, deren ÖOrtsvektoren 
durch Gleichungen vom Typus (1) bestimmt sind, nur durch die Fehlertensoren der einzelnen 
Punkte und die Fehlertensoren der Punktepaare, der Fehlerturbor des Paares der Neupunkte 
nur von den Fehler-Turbulenzen der Paare der Altpunkte beeinflußt wird. 


I) vergl. A. Basch, Fehlertensoren, Fehleraffinoren und allgemeine Fehlerübertragungsgesetze. 


Sitzungsberichte der Akademie Wien, Abt. IIa, 138. Bd. (1929), S. 125 bis 168. 


vergl. A. Basch, Fehlertensoren und Fehlerübertragung. Diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), 
S. 4371. — Derselbe, Die Fehlertensoren und das Fehlerübertragungsgesetz der vektoralgebraischen 
Elementaroperationen. Sitzungsberichte der Akademie Wien, Abt. IIa, 137. Bd. (1928), S. 583 bis 598. 
— Es darf nicht überraschen, daß die mathematische Erwartung einer symmetrischen Dyade, also einer 
im n-dimensionalen Raume durch n-Skalare gegebenen Größe keine symmetrische Dyade, sondern ein 
an (n+1) Skalare gegebener Tensor ist, da ja auch die Addition von Dyaden im allgemeinen 
nicht wieder zu einer Dyade fthrt. 

Vergl. die früher zitierten Veröffentlichungen. 
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Ist aber ein Neupunkt durch die allgemeinere Beziehung 
m m 
S = 3A, 4. 0° 40T a . (5) 
1 1 
gegeben, wobei die 4, Affinoren und / den Einheitstensor bedeutet, so bestehen derartige 
einfache Beziehungen nicht. Wird z. B. aus zwei Altpunkten mit den Ortsvektoren X und B 
ein Neupunkt, mit dem ÖOrtsvektor & durch Vorwärtseinschneiden bestimmt, so ist wenn 
« und ß die Dreieckswinkel in den Altpunkten, x jenen im Neupunkte und f den zur 
Dreiecksebene senkrechten Einheitsvektor bedeutet, 
BETTER IE 2. .20).-0 
sin y sin y 
Die Fehlerellipse des Neupunktes besteht aus vier Komponentalfehlerkurven. Je 
eine Ellipse gebt aus den Fehlerellipsen der beiden Al'ıpunkte durch die Drehstreckung 
hervor, die die Dreiecksbasis in die dem Punkte gegenüberliegende Dreiecksseite überführt. 
Eine Fehlerkurve entsteht aus der Fehlerkurve des Paares der Altpunkte durch zentrische 


en 


Streckung im Verhältnis Vsin « sin ß: sin }, Drehung um '!/; (@—P) in positivem Sinn und 
eine konfiokale Verformung, bei der die Summe der Quadrate der Hauptachsen mit — cos y 
multipliziert wird. Die von der Fehlerturbulenz der Altpunkte herrührende Komponental- 
fehlerkurve ist ein reeller oder imaginärer Kreis. Die Summe der Quadrate der Abstände 
paralleler Tangenten der vier Komponentalfehlerkurven vom Mittelpunkt ergeben das 
Quadrat des Abstandes der parallelen Tangente der resultierenden Fehlerellipse. Der 
Kreis, der den Einfluß der Fehlerturbulenz der Altpunkte zum Ausdruck bringt, bewirkt 
hierbei keine Aenderung der Brennpunktslage, sondern hat nur Einfluß auf die Summe 
der Quadrate der Hauptachsen der resultierenden Fehlerellipse. Aehnliche Bildungsgesetze 
ergeben sich für die Fehlerkurve und den Fehlerturbor eines Paares von Neupunkten, die 
durch Vorwärtseinschneiden aus einem Paar von Altpunkten bestimmt wurden. 23, 19 


20. Versuch eines Neuaufbaues der geometrischen Optik 
auf Grund eines allgemeinen Satzes. 
Von M. HERZBERGER in Jena. 


Die meisten Darstellungen der geometrischen Optik stellen in den Mittelpunkt die, 
kollineare Abbildung, eine ausgezeichnete Geradenabbildung, die gleichzeitig eine ein- 
eindeutige Zuordnung des Punktraums gibt. Eine gegebene Abbildung wird nun derart 
behandelt, daß man sie mit einer kollinearen Abbildung vergleicht und die Abweichungen 
(die Bildfehler) untersucht. 

Das Problem der optischen Abbildung als Geradenabbildung direkt aufgefaßt haben 
vor allem W.R. Hamilton, dessen geniales Werk auch heute noch nicht vollständig aus- 
geschöpft ist, die französischen Mathematiker Malus, Dupin, Gergonne, später vor 
allem H. Bruns und am weitesten durchgeführt A. Gullstrand. Hierbei benutzen die 
Autoren das verschiedenartigste mathematische Rüstzeug: Variationsrechnung, Differential- 
geometrie, Theorie der Berührungstransformationen usf. 

In den Problemkreis, der bei den letztgenannten Autoren vorliegt, glaubt der Vor- 
tragende am besten einzudringen mit Hilfe eines allgemeinen Satzes, den er in der 
Zeitschr. f. Phys. 1929 veröffentlichte. 

Die Abbildungen des Strahlenraums, die prinzipiell optisch realisierbar sind (zu 
ihnen gehört die kollineare Abbildung nicht), unterscheiden sich dadurch von den all- 
gemeinen Abbildungen, daß eine gewisse Differentialform der Koordinaten ein totales 
Differential ist. 

Sei ein Strahl gegeben durch einen Punkt (Vektor a) und den Einheitsvektor $ in 
in seiner Richtung, der Bildstrahl durch «a und 8, wo a,u‘,8,8 Funktionen von vier 
Parametern sind; sind n,n' die Brechungsexponenten in Objekt- und Bildraum, dann muß 


nsdl—nsda=dE, 
in den vier Parametern ein totales Differential sein. 


Öbiger Satz l4ßt sich leicht aus dem Brechungsgesetz ableiten, ebenso aus den 
Grundannahmen obiger Autoren, umfaßt diese aber sämtlich als Spezialfälle.e Da sowohl 


) Betreffs der in dieser Gleichung verwendeten Symbolik vergl. J. Spielrein, Lehrbuch der 
Vektorrechnung. Zweite Auflage, Stuttgart 1926. S. 328 ff. 
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die Parameter, wie Anfangs- und Endpunkte willkürlich gewählt werden können, schmiegt 

er sich allen Fragestellungen der geometrischen Optik gut an. 
. Das wurde an einer großen Anzahl von Problemen in dem Vortrag nachgewiesen. 
s wurden dem Malusschen Satz entsprechende Gesetze für Regelflächen, der Malussche 
atz, die vom Verfasser verallgemeinerten Straubelschen Gesetze, die Gullstrandschen 
ätze über Linienabbildung, sowie die Gesetze der Abbildung des fadenförmigen Raums 
abgeleitet. Bei letzteren ist zu bemerken, daß sie für rotationssymmetrische Systeme 
natürlich die Gaußsche Optik ergeben. Es ist interessant, daß diese dabei als Geraden- 
abbildung erscheint und in einer Form, die im Gegensatz zur kollinearen Abbildung, mit 
der sie nur in der Nähe der Achse übereinstimmt, prinzipiell realisierbar ist. 

Zum Schluß wurden die Bedingungen für punktförmige Abbildung eines Flächen- 
elements, sowie einer endlichen Fläche, ferner die Bedingungen für gleichmäßige Ab- 
bildunz einer endlichen Fläche bei vorhandener sphärischer Aberration aus obiger Formel 
abgeleitet. Diese Fragen knüpfen an Arbeiten von Thiesen, Bruns, T. T. Smith, 
Boegehold und Verfasser an. Eine ausführliche Darstellung der hierher gehörigen 
Fragen wird demnächst von H. Boegehold und Verfasser veröffentlicht werden. 23,20. 


, 
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21. Bewegung von Wirbeln in einer idealen Flüssigkeit 
unter dem Einfluß von ebenen Wänden. 
Von WILHELM MÜLLER in Prag. 


Wie der Verfasser bereits ausgeführt hat, kann man die ebene Strömung einer 
idealen Flüssigkeit in einem rechteckig (resp. prismatisch) begrenzten Gebiet mittels ellip- 
tischer Funktionen bereehnen, die in trieonometrische Funktionen übergehen, wenn zwei 
(Giegenseiten des Rechtecks ins Unendliche rücken. Das komplexe Potential läßt sich als 
Summe der Logarithmen von o-(uotienten darstellen, deren Glieder sich auf jeden der 
ursprünglichen Wirbel und die an den drei Seiten des Halbperiodenrechtecks gespiegelten 
Wirbel beziehen. Die Geschwindigkeitsfunktion ist durch die {- oder wegen der doppelten 
Periodizität durch die p- und »-Funktionen ausdrückbar. Der Verfasser hat im Anschluß 
an eine Arbeit von Jaffe die Bewegungen einiger einfacher Wirbelsysteme unter dem 
Einfluß ebener rechteckiger Wände genauer verfolgt. Ein einziger Wirbel beschreibt z.B. 
eine geschlossene Bahn, die sich um so mehr einer durch das Periodenverhältnis bestimmten 
Grenzellipse annähert, je geringer der Abstand des Wirbels vom Mittelpunkt des Rechtecks 
wird. Auch zwei gleichsinnige und gleichstarke Wirbel, deren Schwerpunkt im Mittelpunkt 
des Rechtecks gelegen ist und daher diese Lage dauernd beibehält, beschreiben ge- 
schlossene Bahnen, die aber nach der Mitte zu der Kreisform zustreben. Bemerkenswert 
ist der Fall eines »ebenen Kanals« insofern, als hier zwei Gebiete zu unterscheiden 
sind, die man als Gebiet der »stabilen« und der >»instabilen« Bewegung bezeichnen 
könnte. Während die Wirbel im inneren Gebiet auf geschlossenen Bahnen einander ver- 
folgen, also einen mittleren Abstand behalten und jede Stellung unendlich oft annehmen, 
schwimmen sie im äußeren Gebiet nach verschiedenen Seiten ins Unendliche ab. Rech- 
nerisch verfolgbar sind ferner die Fälle zweier gleicher Wirbel allgemeiner Lage im 
ebenen Kanal. Während z. B. der Schwerpunkt zweier gleichsinniger und gleich starker 
Wirbel parallel der Grenze sich verschiebt, umkreisen die Wirbel ihren Mittelpunkt in 
eeschlossenen Bahnen, beschreihen also insgesamt trochoidenartige bzw. konchoidenartige 
Kurven. Die Berechnung der Absolutbahnen führt in beiden Fällen auf elliptische Inte- 
srale, die sich für besondere Lageverhältnisse auf trigonometrische und byperbolische 
"unktionen zurückführen lassen. Eine ausführliche Darstellung wird in dieser Zeitschrift 
veröffentlicht werden 23, 21 





22. Die einfach geführten Wellen in fließenden Mitteln. 
Von K. ULLER in Gießen. 


Es gibt nur einen einzigen Weg, Wellen rechnerisch darzustellen: man muß von 
den allgemeinen, zeitlich veränderlichen Grundgleichungen ausgehen und daraus das 
Gleichungssvstem für eine Welle herausschälen. In ihr gibt es zwei Wellenflächen-Systeme, 
das der Phasen und das der Verlöschungen, die sich unter beliebigem Winkel durch- 
kreuzen können. Im Falle einer Zweimittel-Welle besteht dieselbe aus zwei kohärenten 
Wellenflanken, je eine in jedem Mittel. Zuerst ist die Wellenkohärenz Bedingung, sodann 
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sind die physikalischen Grenz-Bedingunrgen an der Unstetigkeitsfläche /’ zu erfüllen. In 
der reinen Hydro- und Aerodynamik, der Fluidik. finden wir so für eine Planwelle von 
elementarer Schwankungsform ein keilförmiges Wellenflächen-System mit völliger Sym- 
metrie in bezug auf die UÜ-Ebene, wie verschieden beide Mittel hinsichtlich ihrer Dichten 
und Flvßgeschwindigkeiten auch seien. Es existiert kein Gesetz, wonach die 


Phasen stets LU sein müßten. Deshalb sind alle bisherigen Lösungen, die wie 
die nach dem Standwechsel-Verfahren — auf dieser Annahme beruben, wenn diese nicht 


zutrifit. hinfällig, aber auch, wenn sie zutrifft und die Mittel gleiten. Mit dem keilförmigen 
Wellenflächen-System ist verbunden auch eine Verlöschung längs U, Das wahre, an- 
nahmenfreie Verfahren läßt ferner eine gewisse Führung der Welle seitens der U-Fläche 
erkennen. Erst durch die Druckbedingung kommen die Dichten und Flußgesehwindig- 
keiten der beiden Mittel in die Rechnung hinein. Sie führt auf eine hochgradige kom- 
plexe Gleichung. Der reelle Teil ihrer Wurzeln liefert die möglichen Wellenlängen, der 
imaginäre Teil die möglichen Verlöschungen längs U. Welche von diesen mehrfachen 
Möglichkeiten im konkreten Falle gilt, ist eine Frage, die unbeantwortbar ist, solange man 
nicht auf die Entstehung und Herkunft dieser Wellen rechnerisch eineeht. Wellenlänge 
und Verlöschung sind abhängig von der Anordnung der beiden Dichten und Flußreschwin- 
diekeiten in bezng auf die Richtung der Schwere; es ist nicht gleichgültig, ob die größere 
Dichte bzw. Flußgeschwindigkeit oberhalb oder unterhalb der U-Fläche sich befindet. 
Die Analvse dieser geführten Wellen ist vollzogen für die drei Grenzfälle: 1. keine 
änßeren Kräfte, 2. nur Kapillarkräfte, 3. nur Schwerekräfte. Dabei sind noch gewisse 
Beschränkungen in den Voraussetzungen vorgenommen. Die Schaukurven erstrecken sich 
über die beiden Möglichkeiten, daß die Amplituden heiderseits 7/ nach oben und unten 
abnehmen (Grat-Qnerrelief), bzw. daß sie zunehmen (Rinne-Qnerrelief). Nach vorliegender 
annahmenrfreien Theorie gibt es im Falle 1. geführte Wellen, woreren sie nach dem 
Standwechsel-Verfahren unmöglich wären; wird im Falle 2. in der Grat-Welle die Wellen- 
länge bei positiver mittlerer mechanischer Flußgeschwindigkeit vergrößert, bei negativer 
verkleinert, tritt in der Rinne-Welle Tangential-Verlöschung auf, selbst wenn sie un- 
gedämpft ist; sind im Falle 3. selbst bei gleichen Dichten, aber ungleichen Flüssen ge- 
führte Wellen möglich, bei gewissen Dichten und Flnßgeschwindigkeiten aber auch 
unmöglich, auch gibt es Kriech-Wellen, in denen die Geschwindigkeit sehr klein ist. Die 
Ergebnisse sind von Bedeutung für die Geophvsik (Wellen in und an der Troposphäre 
bzw. in und an den Özeanen) sowie für die Wellen an Flüssigkeitsstrahlen. Die aus- 
führliche Darstellung erscheint später in dieser Zeitschrift. 23, 22 


23. Widerstands- und Tragflügelprofile mit vorgeschriebener 
Geschwindigkeitsverteilung an der Oberfläche. 
Von FRITZ WEINIG in Charlottenburg. 
(Aus dem Institut für technische Strömungsforschung, Technische Hochschule Berlin. 


Druck- und Geschwindiekeitsverteilung an der Oberfläche eines Profiles beeinflussen 
erheblich dessen Strömungswiderstand. Hohe Uebergeschwindigkeiten vermehren den 
Reibungswiderstand, große Druckgradienten bedingen verlustbringende Wirbelablösungen. 
Drucksenkungen bis zum Dampfdruck bedingen in tropfbaren Flüssigkeiten Kavitation, 
die neben den meist auftretenden großen Strömungsverlusten rasche Zerstörungen bringen. 
Auch bei Gasen bringen hohe Uebergeschwindigkeiten im Gebiete der Schallgeschwindig- 
keit zusätzlich ganz bedeutende Verluste. Es liegt deshalb der Wunsch nach Profilen 
mit verhältnismäßig geringen Uebergeschwindigkeiten und kleinem gleichmäßig verteilten 
Druckanstiege nahe. 

Profil, Druckverlauf und Geschwindigkeitsverteilung sind aber eindeutig einander 
zugeordnet. Geschwindigkeit und Druck durch die Bernoullische Gleichung 


0 


- w+-p-+yh== konst., 


Geschwindigkeitsverteilung und Profil durch den Hodographen. In jedem Punkt der 
Oberfläche des Profils ist die Konstruktion eines Geschwindigkeitsdreiecks aus Transport- 
geschwindigkeit, Relativgeschwindigkeit und Absolutgeschwindigkeit möglich. Zeichnet 
man alle Geschwindigkeitsdreiecke über der Transportgeschwindigkeit als gemeinsamer 
Grundlinie, so bilden die freien Endpunrkte den Hodographen. Durch die Abbildung 
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die eine konforme ist, wird aber nicht nur das Profil in der z-Ebene in den Hodographen 
in der £-Ebene abgebildet, sondern auch das ganze Strömungsfeld auf das Innere des 
Hodographen. Da aber das Profil Verzweigungsstromlinie ist, so ist die Abbildung dureh 
den Hodographen nicht eindeutig. Zu jeder Seite des Profils gehört nämlich eine in sich 
geschlossene Hodographenlinie. 








Man kann sich nun die Aufgabe stellen, ein Profil zu suchen, das einen gegebenen 
IHodographen, also eine hierdurch vorgeschriebene Geschwindigkeitsverteilung besitzt. 
Dem Hodographen sind ja deutlich die Uebergeschwindigkeit und der Charakter des 
Druckanstiegs zu entnehmen. Einige Schwierigkeit bedeutet nur das Verhalten des Hodo- 
graphen für die Strömung im Unendlichen. Dieses ist aber leicht dem Hodographen der 
zirkulationsfreien Strömung um einen Kreiszylinder (Abb. 1) zu entnehmen. In der Nähe 
der singulären Stelle des Hodographen gilt 
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Durch die Abbildung 7 — {'» erhält man hieraus die Strömung aus einer gewöhnlichen 


Doppelquelle (Abb. 2.) 










Bildet man auch den Hodographen durch 7 — ['» konform ab, so ist die Zuordnung dieser 


Abbildung und der ursprünglichen Strömung nunmehr eindeutig. Bei der zirkulations- 
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Abbildung der sıngulären Stelle des Hodographen 
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Abb. 1. Abb. 2: 


Irecien Strömung um den Kreiszylinder erhält man hierbei zufällig die Strömung im 
Innern eines Kreises, die entsteht bei Ueberlagerung einer Transportströmung über eine 
Doppelquelle (Abb. 1.) 
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Hat man sich einen allgemeinen Hodographen gegeben, so macht man diesen 
durch die Abbildung n = (» eindeutig. Im Punkte 7„—=0 bringt man dann der Reihe 
nach an: 

l. eine Doppelquelle mit der Achse in der ungestörten Strömungsrichtung, 
2. eine Doppelquelle mit Achse senkrecht zur Strömungsrichtung, 
3. einen der Zirkulation entsprechenden Wirbel 


und bestimmt ihr gegenseitiges Stärkeverhältnis so, daß die Punkte 7 l und 7 — | 
x “_: : : . Og 
Staupunkte werden, nachdem man für jeden einzelnen Anteil die Randwertaufgabe — (0 


vun 
durch geeignete Methoden gelöst hat. Im weiteren hat man dann nur noch durch die 
Umkehrung {— 7? den eigentlichen Hodographen mit der Verteilung der g auf dem 
Rande zu bilden und hieraus durch einige selbstverständliche Quadraturen das gesuchte 
Profil selbst zu ermitteln. 


Während die üblichen Methoden von der leichten rechnerischen Durchführbarkeit 
der Aufgabe ausgehen und Profile mit strömungstechnisch meist unzweckmäßigem Druck- 
verlauf ergeben, fußt die beschriebene auf der Erfüllung gewisser physikalischer Vor- 
schriften. Leider ist es bisher nicht gelungen, eindeutige Beziehungen zwischen Druck- 
verlauf und Strömungsverlusten zu finden, so daß bei der Wahl eines vorzuschreibenden 
Hodographen noch das Gefühl des Ingenieurs entscheiden muß. Es steht aber fest, daß 


auch so schon Vorteile aus dem beschriebenen Verfahren gezogen werden können. 23,2: 


24. Bemerkungen zur Oseenschen Hydrodynamik. 
Von F. NOETHER in Breslau. 


Während Stokes bei der Ableitung seiner Widerstandsformel in zähen Flüssig- 
keiten alle quadratischen Glieder der hydrodynamischen Differentialgleichungen gestrichen 
hat, zeigte Oseen bekanntlich, daß dieses Verfahren unzulässig ist, und hat durch 
Berücksichtigung der »halbquadratischen« Glieder, d.h. der von der parallelen Grund 
bewegung herrührenden Trägheitsglieder, die erste völlig befriedigende Ableitung der 
Stokesschen Formel gegeben. Sie läßt sich, im Gegensatz zur ursprünglichen Ableitung, 
auch auf den 2-dimensionalen Fall übertragen und kann, was wichtiger ist, als erstes 
Glied einer nach Potenzen einer »Reynoldsschen« Zahl ®% fortschreitenden Entwicklung 
aufgefaßt werden, die die gestrichenen quadratischen Glieder sukzessive berücksichtigt. 
Die ersten Schritte dieser Entwicklung sind in der Literatur!) durchgeführt; der Plan der 
Öseenschen Untersuchungen ist aber der, von dieser Entwicklung ausgehend zu einer 
Diskussion des analytischen Verhaltens der Lösungen im entgegengesetzten Grenzfall 
großer Reynoldsscher Zahlen vorzudringen. 


Als ein qualitativer Schritt zu diesem Programm ist es aufzufassen, wenn Oseen 
zunächst den Grenzübergang NR— » an den »linearisierten« Gleichungen selbst: 


OU . 
0 Un, — udJu+gradp=0, divu=0 


ausführt. Das Ergebnis dieses Grenzübergangs ist die Einteilung des gesamten Raumes 
in wirbelfreie Gebiete und ein von bestimmter Wirbelverteilung erfülltes Gebiet hinter 
dem umströmten Körper, mit g>2ometrisch festgelegten Grenzen. 


Dieser Grenzübergang wird von dem Vortragenden durch Ausgang von der Helm- 
holtzschen Wirbelgleichung in einer vereinfachten Form dargestellt, die die resultierende 
Wirbelverteilung unmittelbar verständlich macht, zugleich aber auch den nur qualitativen 
Charakter dieser Form des Ansatzes verdeutlicht. Der innere Grund für die auch in der 
Prandtlschen Grenzschichttheorie abgeleitete Wirbelablösung liegt in einer Unsymmetrie- 
eigenschaft der hydrodynamischen Differentialgleichungen, und diese Unsymmetrie kommt 
qualitativ schon in den obigen linearisierten Gleichungen zum Ausdruck. 


Nähere Ausführungen enthält der demnächst erscheinende Artikel: Integrations- 
probleme der Navier-Stokesschen Difierentialgleichungen im Handbuch der physika- 
lischen und technischen Mechanik, Bd. V, S. 786 f. 23, 24 


I) Vergl. das Lehrbuch: Oseen, Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik, Leipzig, 
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Elastizität und Festigkeit. 


Pippard und Baker führen die Berech- 
nung eines am Umfange beliebig belasteten 
Rades mit an die Nabe und den Ring steif 
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Die frei aufliegende Rechteckplatte unter 
Einzelkraftbelastung ist theoret!:sch und ex- 
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(vi bedingungen mit einer kon 
| erit | el yl Delieh er Stelle be 
L,osu ist eine eıinlache Reihe 
Glied ei Produkt aus Irigonomelrischen 
exponentiell Funktionen) und hat gegen 
er deı Na ıierschen Doppelreilienlösung 
T noch di anz wesentlich schnellere Kon 
ervenz voraus. Die Lösung wird zahlenmäßıg 
\t ( ( l ( Il dl Il Dt In N} 
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‚taten Uid Wal ach dem Vor 
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mittelt. Bei wirklich freier Auflagerung sind 
ch die Navierschen Grenzbedingun 
sen nicht befriedist, In der Tat zeigte sıch das 
‚ekannte Sichabheben der Ecken, bei der qua. 
Iratischen Platte im Betrage von rd. !/, der 
vorößten Durchbiesung, die natürlich mit der 
ul Grund der Navierschen Grenzbedingun 
sen erhaltenen nicht übereinstimmt; die Ab- 
veichungen sind beı sehr länglichen Platten 
sehr geringfügig, bei quadratischen erreichen 
sie aber 50vll der aul Grund der Navier- 
schhen Voraussetzung Durchbie 
sung, Wurde dagegen an den Ecken die rech- 
nungsmäßige negative Eckstützkraft auf die 


errechneten 


Platte ausgeübt, so wurde das Abheben der 
cken tatsächlich verhindert und die Durch- 
bievung stimmlie mit der errechneten inner- 
halb WVersuchsgenauigkeit (1vll) genau über- 
ein, Dieses Ergebnis ist nur als eine neuer- 
| Grundannahmen dei 
l:lastizitätslheorie der Platte anzusehen. — Wei 
ler wurde die Unterstützung der Seiten der 


liche Beslätizung der 


quadratischen Plalte eingeschränkt und unler- 
sucht, wie sich dabei die zum Festhalten der 
cken erforderliche negative I:ckstützkraft 
andert, 

ls wäre naheliegend und mindestens theo- 
.gemischle Randwert- 
aufgabe“ der wirklich frei auigelagerten Platte 
bei diesem Anlasse auch theoretisch wenigstens 


relisch interessant, die 


in Angriff zu nehmen. Sie ist schwierig und 
gehört zur Gruppe von Aulgaben über ‚‚ver 


anderlich gestützte Konstruktionen“ (nach der 
\usdrucksweise von Müller-Breslau), für 
die also die Auflagerung für verschiedene L.sl 
ınordnungen verschieden ist, so daß im all- 
emeinen eine Ueberlagerung der Lastwirkun 


sen nicht zulässig ist. 


A. Dinnik (Dniepropetwosk) behanllelt 
die elastische Knickung von beiderseits 
gelenkigen oder festeingespannten $täben 
mit veränderlichem Querschnitt. (Trans- 
actions ol Ihe American Society ol Mechanical 
Iingineers 1925). Er geht von der bekannten 
Dilferentialgleichung der elastischen Linie aus 
und integriert dieselbe exakt für den Fall, daß 
das Trägheilsmoment nach einer Exponenilal- 
[unktion und den weileren, daß es nach einem 
”’olenzgeselz abnimmt. In beiden Fällen ge- 
lingt die exakte Lösung mit Hilfe von Bes- 
selschen Hlunktionen in geschlossener Form. 
Der Hall des doppelkegellörmigen und des 
seradlinig zulaulfenden (doppelkeilförmigen) Sta- 
bes ordnet sich in das Potenzgeselz ein, je- 
doch arten die Lösungen in diesen Fällen in 
besonders einfache, mit den üblichsten Funk- 
lionszeichen darstellbare Funktionen aus. Die 


hesultate sind durchweg zahlenmäßig ausge- 
wertet und tabellarisch dargestellt, so daß der 
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Aufsatz eine Fülle von gebrauchsfertisen Er- 
sebnissen bietet. Es ist nur zu bemerken. daß 
für die beiderseitige Kollernspannung diesel- 
ben Stabformen untersucht sind, wie für die 
beiderseitig gelenkige Lagerung (also gegen die 
Mitte monoton verslärkte Querschnitte), ob 
schon doch für die erstere Lagerungsart ollen 
bar andere Stabgeslaltung als zweckmäßig in 
rage kommen kann. 

lbenfalls das elaslische Knickproblem von 
Stäben mit veränderlichem Querschnitt wird 
behandelt, jedoch mit viel weiler gesleckten 
Zielen von Fritz Kiesslinzg in zwei sehr be 


merkenswerten Abhandlungen (. Ueber die De 
stimmung der zgzünsligsten Form verader au! 
\nickung beanspruchter Stäbe“,  Goeleborgs 
kungl WVeltenskaps och  Vitterhels Samhälles 
Handlingar, 5. B!/., 1925 und Teknisk Tid 
skrift 1929) Niessling betrachtet den ein 


seilig eingespannlten Stab und geht von der be 
kaunlen Arbeilsbedingung des Knickens aus 
Diese \rbeitsbedingung dient ihm aber zu 
nächst nur als Ausgangspunkt zur Ableitung 
einer HReihe allgemeiner Zusammenhänge, zu 
denen er mit Hilfe des Hilbertschen Ent 
wicklungssatzes selanst. Er kommt auf diesem 
Wege zu der (im übrigen wohl bekannten) Dil 
ferentialgleichung der elastischen Linie des ein 
seilig eingespannten Stabes mit veränderlicher 
\xialkraft 8 (a und veränderlichem Träg 
heitsmoment J/(x) in folgender einfacher Form 


d Y 1 da @(») 
| + / 0 
dxz|S(@) dz J (x) PR 
(bb) 
mit den Grenzbedingungen | 
ad, w' (0) = 0 
wo (a J/(a)y’ (x) und ein zunächst un 


bestimmter Beiwert ist: aus der Bedingun 
daß die Gleichung ein von 0 verschiedenes 
Intesral besitzen soll. ergeben sıch die Eigen 
werte | mil welchen die Iinicklasten 11111 0« 
kehrt proportional sind. Weiter weist Kıie 
ling nach, und dies ıst wohl eines der wich 
tiesten Resultate der Untersuchung, daß die 
Biegelinie jenes Stabes der bei vorgeschri 
bener Beziehung zwischen / und TF und vor 


seschriebenem Volumen V /Fdx den klein 
0) 


sten Wert A,, also die größte .‚erste Knick 
last“, aufweist, außer der obisen Gleichung B 
auch noch der Beziehung 


T 
.J 


/dJ 
] dr (C) 


mit den Grenzbedingungen 


ol) =0O o(0)= () 


’ 


o —=UÜ 





senügen muß: aus den Beziehungen G unter 
leranziehung von B ergibt sich die gesuchle 
Funktion J/(x) und zugleich auch der Eigen 

wert A, welcher die Knicklast des oplimalen 
Stabes liefert: die Beziehung gilt allgemein 
unter der Voraussetzung, daß S (x) unabhängig 
von F(x) bzw. J(x) ist, also nicht mit der 
veränderlichen Stabform variiert zu werden 
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braucht. Auf Grund dieser Beziehungen lösl 
ııessling exakt EINE GANZE \nzahl von 
iniekaufgsaben für Stäbe mil esebener Form 
und Aufgaben über günstigste Stablorm ‚weil 
obige Bedingung für 52 befriedigt ıst unf 
anderem gibt er eine neue Ableitung der v« 


l.ienard Journal de IV’kcole Polytechnique 


1922 seoebenen l.ösung ur las * klassısche 
Problem des zünstigsten Meridianschnittes da« 
einseilig eingespannten ewichtslosen | dlrı 
hungskörper-Stab« 

Des weileren stellt sich Kiessling dı \uı 

be, Näherungeslösungeı von \ulsaben deı 
oben erwähnten Art, außerdem aber auch v: 
knickaufgaben mil Berücksichtigung des FKiseı 
sewichts bei welcheı also 5/2 von Fra 
abhängt) zu geben /u diesem Zwecke  kleı 
det er im engsten Anschluß an die exakte 


Zusammenhänge, die er in der ersten Ilalfk 
seiner Untersuchung gelunden hal Ai \ul 
abe, für eine evebene Stablorm die Kniel 
last aufzuflinden, auch noch in folgende Form 


die Funktion y(x) ıst so zu wählen, dab 


ein Maximum werde: das Maximum selbst Iı 
fert den Eigenwert A des Problem IS wo 


chem die Knicklast ohne weiıleres Tfolvot. Kıe 


ling ermittelt nun die Funktion y’ naherun 


weise, indem er 
7 (n—+ ( / ( / 4 
a . 
( f f 
= 

| selzt. wobeı ij Werte t leicht den (ri 
bedingungen an epabl und die bestmog 
lıchen -Werte Als der obiten \laximum 
bedingun: ermittelt werden konnen Dabe:ı 
können J(x) und 8 (a ich ıhrerseils als no« 
willkürliche | xponenten aıs Paurameler en! 
haltende Potenzfunktionen angeselzt werde 
ohne daß die Durchführung der Rechnung aul 
Schwieriekeiten stoßen würde ls zeigt sich 
daß man in vielen Fällen schon ehr zgule 
Näherungslösungen mit Ililf des einfachen 
\nsalzes 

yıl) "— 1 

welcher schon den Grenzbedingungen genuügl 
erhalten kann lräst man nun den Eigenwerl 
als Funktion der die Stabform  kennzeich 
nenden Parameter auf, so erhält man ein 
Kurve, deren Extremwert di ounsligste Stab 


[form innerhalb der betrachteten Mannigfallıg 
keit von Stablormen u ıd die zulässige Iinıel 
last angibt Diese einfache Näherungsmelhode 
wird auf einige in der ersten Hälfte der Unleı 
suchung exakt gelöste Fälle, ferner auf die von 
‚reenhill betrachtete Aufgabe der Knickung 
unter Eigengewicht angewendel und es zeig! 


sich. daß die Resultate sehr „ul übereinstim 
MEN \uch einise neue Resultate werden de 
wWonnen Der Verfasser ist dabei. die Nähe 
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| elhode eingehender zu bearbeiten und 
di eine demnächst erscheinenden Ab 
elun 1. auch eine praktisch gut an 
endbare Fehlerabschätzun bringen 
Das von Engesser aufgeworfene und von 
ihm sowie von v. Kärmän im wesentlichen 


gelöste Problem der Knickung eines Stabes 
mit konstantem Querschnitt außerhalb der 
Elastizitätsgrenze wurde von Westergaard 


Kurze Auszüge 




















Urbana) und O ood (Ithaca, N.\ aufge 
IT und sowohl für den bereits von Kär 
behandelt all exzentrischen Jl.astan 

rillı Is auch für den von ihm noch nicht 
er betrachteten Hall des anfänglıch  ge- 

krumm beiderseils elenkıg gelagerlen Sta 

I» vollstandı elöst und das Ergebnis ınm 

orım von Schlankheil-Knicklastkurven aulvge 

Lira Iransacltions of Ihe American Sociely 
| \Mechaniecal Engineers Die vrundlegsenden 

\ ıhımen der Untersuchung sind von Kär 
ın unverändert übernommen; als Spannungs 

Id u di ımm ist der neuen Untersuchung 

ebenslehend wıiedergesebette lıvur zu 
74 096 
,00 ka 

mund ele ot die elastische Linie ist nähe 

rundgsweise als aus ein bzw zwei ÜCosiınuss 
liedeı bestehend angeselz! Die zahlenmäßı 
en Rechnungen sind für den Fall des Recht 

eckquerschnitte durchgeführt Der \ulsalz 
bringt keine grundsätzliche oder qualilatıv neue 


rkenntnisse doch viel an konkrelen nülz 


Resultaten 
Die Spannungsverteilung in einer rotie- 
renden Scheibe nach Ueberschreitung der 


Fließgrenze wurde von Nädai (Göttingen) 
und Donnell \nn. Arbor Mich.) in der For 
schunesabteilung der Westinghouse Electric & 
\1i (.o last Piltsbursh, theoretisch under 
ucht und die Resultate wurden in einer knapp- 

elaßlen sehr bemerkenswerlen \bhandlung 

Iransactions of the American Sociely of Mecha 

ical Engineers 1928 22) niedergelest. Die Ver 

[asser betrachten die Scheiben von konstanter, 
veringer Stärke und Können sich somit auf das 
ebene Problem beschränken \ls Spannungs 
Dehnunges-Jiasramm lesen sie, wie es von 
Prandtl und seiner Schule stets gemacht 
wird, außerhalb der  Proportionalilälsgrenze 
const zugrunde, was für verhältnismäßig 
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kleine Formänderunsen noch zulässig erscheint. 


Was die Fließbedinsuns anbelangt, wird die 
sanze Untersuchungs durchgeführt erstens un- 
ter Annahme der Mohrschen. zweitens unter 


/ugrundelegung der Mıses-Henckvyschen 
IIypothese, welch letztere ja bekanntlich durch 
neuere Versuche von L und 
von Ros-Echingser recht! 
wurde, Die 
tialsleichung sowohl 
Bereich 
Scheibe 
führt: 


venaueren 


insbesondere ode 
nach 
Dilferen 


PvANZECI 


als genau 


Intesration der 


fur 


sewiesen 
ıst die 
als auch 
aul Grund 


erforder! 


Im 


die nur teilweise plastizierte 


\nnahmen durchvse 
unter Zusrundelegsung 
"lıeßbedinsung allerdings 


mehr Rechenarbeit und gelingt überhaupt nich! 


beider 
sie der 


erheblich 





ın geschlossener Form Der Unterschied, der 
durch die Verschiedenheit der Fließbedingung 
verursacht wird, ist für die radialen Spannun- 
gen nicht sehr erheblich, dagegen prozentual 
sehr bedeutend für die tangentlialen Spannun- 
sen. Unter gewissen hypothelischen aber plau 
sıiblen Annahmen werden ferner noch die blei 
benden Formänderungen ermittelt. Die Unter 
suchung ist sowohl für Vollscheiben als auch 
für IHohlscheiben (zahlenmäßig ausgewertet für 
Durchmesserverhältnis 1:5) durchgeführt 

Die eigentliche Abhandlung enthält nur die 


die IN 


der 


und 
Resultate 


Voraussetzungen sraphischer l’orm 


miılgeleillen oben angedeutelen 


Untersuchungen: die mathematischen Ableiltun 
gen sind nur in gedrängter Form in einem An 
hang dargeleot in weilerer Anhang bring! 
dann, über das im eigentlichen Aulsatz sebo- 
tene hinausgehend, einen Versuch, das Problem 
unter Zugrundelegsung einer die wirklichen 


\erhältlnisse besser approximierenden Span- 


nungs-Dehnungskurve zu behandeln, und zwar 


wird außerhalb der Elastizitätsserenze an Stelle 
von 6 const 0 0% ) wo «a,ß konstan- 
len) angenommen l’erner wird die Annahme 


im Vergleich 
immer ge 


ormänderungen 
Scheibenabmessungen 
ring sind, daß die plast. Formänderungen frei 
von Volumänderungen verlaufen und 
lich wird noch die IHypolhese gemachl, daß die 


voemacht. daß die 


zu den noch 


schließ- 





\lohrsche Figur der drei Hlauptdehnungs- 
kreise mil jener der drei Hauptspannungs- 
kreise geometrisch ähnlich ist. Mit diesen ver- 
einfachenden Annahmen gelingt die Lösung für 
Vollscheiben. 

Berlin. P. Nemenyi. 985 


Verdrehung und Knickung von offenen 


Profilen. Von Herbert Wagner (Fest- 
schrift Fünfundzwanzig Jahre Technische 
llochschule Danzig Seite 329 

Die de Saint Venantsche Theorie der Ver- 


drehung gilt nur für prismatische Stäbe, längs 
deren Länge das Torsionsmoment M konstant 
ıst und bei welchen die Querschnittswölbung 
sich ungehindert ausbilden kann. Und zwar 


Profilen 
Querschnitt keinen Hohl 
verhältnismäßig 
(Größe 


berechnet sich bei »olfenen 
Profile. 
umschließt 


Wandstärke 


(das sind 
deren 
und 
haben) 


e: dy 
zu c I 


solche 
raum 
rıinJe 


die DC- 
Wöl- 


die des 


bungspfeiles v (9) 


dx 
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heine, 
1 die 
S un- 
unter 
schen 
durch 
und 
nach 
leren 
IMZEN 
zierte 
chve 
der 
blich 
nich! 
der 
vund 
INUN- 
nlual 
INUn- 
plau 
blei 
nter 
auch 
t für 


die 
‘orm 
lelem 
ılun 
An 
nal 
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chen 
pan- 
war 
telle 
lan- 
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eich 
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Irei 
Ieh- 
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drehungswinkel, x Koordinate in Profillängs- 
richtung), wobei der »Einheilswölbungspfeil 
w=w,„+-%„ durch die in der Abbildung an- 


Schubmittelounkt 


7 
/ 


Mih IF] nf ) 
HEIL IGCHE 
/aWy 


sevebenen Flächen dargestellt werden kann. Die 
Wahl des Punktes A wollen wir so treffen, 
daß der Mittelwert von ww über die Quer- 
schnittsfläche Null wird. 

Ist nun die Querschniltswölbung z.B. an 
einem Ende des Profils verhindert oder ist das 
Drehmoment längs der Länge des Profils ver 
änderlich, so entstehen im Profil Längsspan- 


nungen. Beim offenen Profil berechnen sich 
diese Längsspannungen zu am p”’Ew (LE 


Klastizitätsmodul): sie sind also dem Einheils 
wölbungspfeil w proportional. Dem Auftreten 
dieser Längsspannungen entspricht ein Wider 
stand gesen Verdrehung; und zwar treten ım 
(Querschnitt Schubspannungen T,a auf, die (im 
ähnlicher Weise wie beim durch eine Quer- 
kraft gebogenen Balken) durch die Aenderung 
von oa in x-Richtung hervorgerufen werden 
und die über den Querschnitt ein resullieren.des 
Drehmoment ergeben von der Größe Mya= 
o’"ECra. Die Konstante Cy,a (Biegungsverdre 
hungswiderstand) hat den einfachen Wert 


Ca = /w? dF I" Ouerschnittsfläche 
z 


\lan erhält diese Gleichung entweder direk! 
aus den Längsspannungen o,a mit Hilfe des 


Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten oder 
auch durch Betrachtung der Schubspannun- 
VEN Tpa 

Das gesamte vom Querschnitt aufgenommene 
Torsionsmoment beträgt dann 

M= Mr +- Mya == p' GJr+ or E ( ba 
G Jr Drillungssteifiskeit Dies ist die Diffe 
rentialgleichung der Biegungsverdrehung ! 

Drückt man ein offenes Profil in Längs- 
richtung, so zeigt sich, daß unter gewissen 
Voraussetzungen das Profil nicht nach Euler 
kniekl,. sondern schon vor Erreichung der 
Kulerschen Knicklast um den Schubmittel- 
punkt »wegdreht«?). Dieses Wegdrehen wird 
für zentrisch und exentrisch gedrückte Profile 
und auch für gegen Verdrehung elastisch ge- 
stützte Profile berechnet, und es wird gezeigt, 
daß dieses Wegdrehen in gewissen Fällen ein 
reines Stabilitätsproblem darstellt. Man erhält 
z.B. für den einfachsten Fall des zentrisch ge- 
«dlrückten Profils für die Größe der Druckkraft, 
bei der das Prolil wegdreht (Stabilitätsgrenze), 
den Wert 

” r} 
Du, Th 
JSP L*® 

Hierin bedeutet Js p das polare Trägheitsmo 
ment des Profilquerschnitlits um den Schub- 
mittelpunkt, Z die Länge des Profils. Dann 
werden an Hand der Rechnung verschiedene 
(resichtspunkte für die Druckfestigkeit solcher 
Profile besprochen und schließlich wird dev 
Anwendungsbereich der Rechnung wumperenzt 

Danzig. H. Wagner. 24 

') Für den besonderen Fall von zweiflanschigen 
Profilen hat U. Weber eine entsprechende Diffe, 
rentialgleichung aufgestellt. Diese Zeitschr. Bd. 6 
(1926), S. 85. 

*) Für zentrisch belastete Winkelprofile ist dieses 
Wegdrehen bereits von P. Bryan uutersucht wor- 
den. Vergl. z.B. Rudolf Mayer >Die Knick- 
festigkeit«, Berlin 1921, S. 35. 
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Graphische Auflösung eines linearen 
Gleichungssystems. Für das lineare Glei- 
chungssystem 


y 
3 Ami = Ca, 


wobei m=1,2...n ist und Anun+ı =0, 
ergibt sich durch Betrachlung eines mecha 
nischen Gebildes eine im Prinzip einfache gra 
phische Auflösung, welche zu den graphischen 
Behandlungen für  Dreimomentengleichungen, 
und anderer Gleichungen CGlapeyranscher 
Art von Glaxton Fidler!), H. Müller- 
reslau?), A. Ostenfeld?’) und besonders 


P. Pasternak'!) in enger Beziehung steht. 


I) T. Claxton Fidler, Minutes of Proceedings, 
Institution of Civil Engineers, Vol. 74, 1885, 
p. 196; Practical Treatise on Bridge Construction, 
London 1887. 


Die unbekannten Größen, X,, X, ..., werden 
in Abb.1 als x-Koordinaten der Eckpunkte 
Ay, As, ... eines horizontalen Stabzuges mil 


> 


*) H. Müller-Breslau, Ueber einige Aufgaben 
der Statik, welche auf Gleichungen der Clapey- 
ronschen Art führen, Zeitschr f. Bauwesen, Bd. 41, 
1891, S. 103; Graphische Statik der Baukonstruk- 
tionen, Bd. 2, 1. Abt., 1892, S. 357 (5. Aufl., 1922, 
S. 406); Bd. 2, 2. Abt., 1908, S. 37 (2. Aufl. 1925, 
8. 93). 

3) A. Ostenfeld, Teknisk Elasticitetslaere, 
Kopenhagen 1898, S. 130 (4. Ausg., 1924, S. 230); 
Teknisk Statik II, Kopenhagen 1900, S. 92, 108 
(3. Ausg., 1925, S. 88, 118); Zeitschr. f. Arch. u. 
Ingenieurwesen, Bd. 51, 1905, S. 47, Bd. 54, 1908, 
5. 57. 

#) P. Pasternak, Berechnung vielfach statisch 
unbestimmter biegefester Stab- und Flächentrag- 
werke, I, Zürich u. Leipzig 1927, S. 59. 
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(velenken an 4A» dargestellt Die y 
Koordinaten der Eekpunkte sind willkürlich 
vewählt. Zur Behandlung z. B. der vierten Glei- 
chung denke man sich die Gewichte @;;. @;s>, 
+4. Me ME As, Me: \- angebracht, und den 
Stabzug 4A, \- mittels der Horizontalstäbe 
S,, 55 und 5, an EZ, aufgehängt. Indem man 
die linke Seite der vierten Gleichung als Mo 
mentensumme auffaßt so ergibt sıch die x 
Koordinate 9, von E, aus der Bedingung (a,, 
.A4;) 9 c,, während die y-Koorcdinate 
sich mittels des Seilpolvgones a,@as...a,e, für 
die Kräfte a,,. dıs. Ad; bestimmen läßt 
Das Seilpolygon a,as...a,b,b,b,b, für sämt 
liche auf dem  Stabzuge A,..A 
Kräfte muß an as, a, und a, schließen, um die 
Biegungsmomente an den Gelenken verschwinden 
zu lassen. Ferner bemerkt man, daß die Drei- 
ecke b, b,c, und ce,b,d, Seilpolvgone für die 
auf $5, bzw. 8, wirkenden Kräfte sind 
Kennt man die Punkte BD, Ds und D, (aber 


noch nicht A,. As ‚so kann man nach 
Zeichnen des Seilpolygones 1, «as . a,e, der 
Reihe nach die Punkte D,. D,, b,, b,. ce, und d, 
festlegen, und sonach die Vertikalprojektion 
des Stabsystemes fertigzeichnen. In der Hori 
zontalprojektion erhält man nun €, auf PB, Ds. 
D, auf €,D, und endlich DB, auf D,E,. Also 
erhält man aus den Festpunkten D,, Ds, DB, und 
aus der vierten Gleichung den Festpunkt 2, 
der vierten Polygonseite Im allgemeinen Falle 
erhält man bei diesem Verfahren aus den Fest 


wirkende 


>) Diese Deutung ist von A. Ostenfeld, Tek- 


nisk Statik II, 3. Ausg., 1925, S. 93, 119, nach Vor- 
schlag von A.S.P. Petersen, Ingeniören, hopen- 
baren 1918, S. 316, und P. Pasternak, a.2.0,, 
S. 59. benutzt worden. 
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Abh. 2. 


punkten 2, Da=ı und aus der mten Glei- 
chung einen Festpunkt „m der miten Polygon- 
seite. Die erste Gleichung liefert den Festpunkt 
P,. Sonach führt eine fortschreitende An- 
wendung des Verfahrens zur ganzen Reihe der 
l’estpunkte P,. Bas, . Die letzten zwei Glei- 
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chungen liefern zwei Festpunkte, P„n=ı und Dn, 
auf der letzten Seite, wonach man das Poiygon 
An An-ı:.. A; zeichnen kann 

Wenn a,, = ist, so muß €, senkrecht über 
Bs liegen. Die Stäbe A, As und S$, können dann 
bei der Behandlung der betreffenden Glei 
chung außer acht gelassen werden, und die 
Polygonsysteme vereinfachen sich  dement- 
sprechend. 

Abb. 2 zeigt ein Beispiel. Nach Zeichnen der 
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Seilpolygonsysteme und Berechnen der Ab 
stände 9 ... 9, erhält man die Punkte der 
Horizontalprojektion z.B. in folgender Ord- 
nung: DB; Ca, Ba; Ca, D;, B3; C,, D, Eu Bi; 
B,; As, Ay, As, As, A, Die Vertikalprojektio- 


nen können bei der Anwendung ausgelassen 
werden. 3 


University of Illinois, Urbana, Ill., U.S. A 
Juni 1929 II. M. Westergaard 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


LUTHER PFAHLEREISENHART, Professor 
of Malhemalies in Princeton University. Non- 
Riemannian Geomelry. American Mathe- 
malical Society CGolloquium Publications, Vo- 
lume VII. New York 1927. VHI 1515 

l:s wird die Theorie des affinen Zusammen- 
hanges und die daran anschließende projektive 
(Geomelrie der Räume mit aflinem Zusammen- 
hang dargestellt. Es ist im wesentlichen das 
(hebiet, dem der Riceikalkül von J. A. Scou- 
lon vewidmet ist; eine kürzlich erschienene 
Differentialgeometrie von FE. Cartan befaßt 
sich mit ähnlichen Fragen 

In der Riemannschen Geomelrie seht man 
von einer quadratischen Form bzw. einem sym- 
melrischen Tensor zweiter Stufe aus, mit 
dessen Hilfe man alsbald einen invarianlten 
linearen Differentiationsprozeß ableitet. In der 
Nicht-Riemannschen Geometrie erklärt man 
den linearen Differentiatlionsprozeß direkt. Es 
laßt sich dann aus demselben der Parallelis- 
mus von Vekloren längs einer Kurve erklären, 
und die Differenlialeleichung der geolätischen 
l.inien gewinnen, deren Tangenlen zueinander 
parallel sind alles ganz analog zur Rie- 
mannschen Geomelrie. 

In der projektiven Geometrie dieser Räume 
belrachtet man die Gesamtheit der "affınen 
Zusammenhänge, die zu denselben geodälischen 
lL.inien gehören. 

Kap. Tu. II behandelt den alfıinen Zusammen- 
hang. Kap. Ill die projektive Geometrie und 
Kap. IV die Geometrie in Unterräunmen. Die 
Darstellung dieser ganz neuen und für die 
neuere Relativitätstheorie wichtigen Differen- 
tialgeometrie ist ebenso interessant wie durch- 
sichlis und formal befriedigend. 


Königsberg. K. Reidemeister. 


ERIC T. BELL, Professor of Mathematics 
Galifornia Institute of Technology. Alge- 
braie Arilhmetic. American Mathematical 
Sociely CGolloquium Publications, Volume VII. 
American Mathemalical Society, New York 1927. 
IV--180S. Preis $ 2, 

Nach Darlesung des Begriffes einer alge- 
braischen Arilhmelik wird im wesentlichen 
eine solche abstrakte Algebra entwickelt, die 
sich zur Ableitung arithmetischer Sätze über 
einfach und mehrfach periodische Funktionen, 


Thetafunklionen u. ä. verwenden Jäaßt Die 
Natur des Themas bringt es mil sich, dab 
die Darstellung vielfach den Charakter eines 
Referates träst und oft auf die aussedehnte 
Literalur — sei es das abstrakte Formale, sei 
es das Anwendungsgebiet betreffend - ver- 
wiesen wird. 


Königsberg x. Reidemeiısler. 


Prof. Dr. P. V. NEUGEBAUER, Observator 
am astronomischen Recheninstilut in Berlin 
Dahlem. Astronomische Chronologie 
rster Band: Text XII I90S. Zweiter Band: 
Tafeln. 3658. Verlag Walter de Gruyter, Berlin 
und Leipzig 1929. Preis geb. 40 M 

»Das Handbuch der Astronomischen Chrono- 
losie wendet sich in erster Linie an llistoriker 
und Orientalisten. Es stellt sich die Aufgabe. 
alle modernen Hilfsmittel zur Berechnung von 
HHimmelserscheinungen lückenlos nachzuweisen 
und ihren Gebrauch in so elementarer Form 
zu erläulfern, daß der Nichtastronom auf die 
bisher in vielen Fällen immer noch erforder 
liche Ililfe eines Fachmannes vollsländig ver 
zichten kann.« (Vorwort.) Diese Aufgabe hat 
der Verf. in ausgezeichneter Weise gelöst. In 
einem kurzen theoretischen Teil (31S8.) bringt 
er aus der Astronomie alles das, was der 
Hisloriker bei Anwendung der Tafeln explizit 
wissen sollte, nicht mehr, und auch hierbei 
wird der kurzen, leicht anschaulichen, aber 
vielleicht nicht ganz strengen Form immer der 
Vorzug gegeben. 

Der praklische Teil (154 5.) ist wirklich ab 
solut vollständig. Es gibt keine Aufgabe, die 
dem Historiker je entgegengetreten wäre oder 
entgegentritt, die hier nicht Erläuterung und 
l.ösung fände Darunter auch die Phänomene 
die in neuerer Zeit für die Festlegung histors 
scher Dalen der assyrisch-babylonischen Ge- 
schichte wichtig zu werden beginnen, wie 
Sternbedeckungen durch den Mond, Konjunk- 
tionen des Mondes und der Planeten, Neulicht 
des Mondes. Den breitesten Raum nehmen die 
linsternisse ein (40S., 708. Tafeln); natürlich; 
nicht nur, daß sie die langwierigste Rech 
nung erfordern, es liegen zu ihrer Bearbei- 
tung auch die meisten numerischen Hilfsmittel 
vor, zu denen der Abschnitt den besten Wegyg- 
weiser bildet. Ein näheres Eingehen auf das 
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inhaltreiche Buch verbietet sich hier. Nur das 
sel sesagl dab es gut. lebendig seschrieben 
ist, dab es interessante älle als Beispiele 
wählt und daß es sein Ziel erreicht, d.i., 
den Hlisloriker in den Stand setzt, alle Auf 
saben der astronomischen Chronologie ohne 
\usnahme selbständig zu behandeln 

Der II. Band enthält 


Druck und Anlase an die früheren drei Bände 


Tafeln die sıch im 


der »Tafeln zur astronomischenChro 


nologıe des Verl anschließen erschienen 
1912, 1914 1922 \nhanz 1925 Diese vier 
lafelbände seien der besonders venauen 


Durchsicht eines jeden Interessenten empfoh 
deshalb. um sich zu überzeugen 
daß in der Tat alle Mösglichkeiten des Ge 
Sternenhimmel in der reichen 


len; schon 


schehens am 
und umsichlig angeordneten Tafelsammlung Be 
finden. Nicht zuletzt auch hat 
es einen eigenen Reiz zu sehen, wie hier von 
erfahrener und „ewandter Hand recht schwie- 


rücksichliouı 


rige, jedenfalls recht umständliche Tabulie 
rungsprobleme einfach und bequem gelöst sind 
hiel, August 1929 . Wirtz. 1» 


I,EON LICHTENSTEIN, o. ö. Professor der 
Mathematik an der Universität Leipzig. Grund 
lagen der Hvdromechanik. Mit 54 Text- 
figuren, Die 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen mit be 
\nwendungs- 
Berlin 1929. 


(rundlehren der Mathematlischen 


sonderer Berücksichtigung der 
sebiete, Bd. AAN. Verlag Springer, 
NV >05 5 
\Wer dies 
nimmt, wird vor allem überrascht sein dar 


umfangreiche Buch zur Hand 


über, wieviel Wissenswertes sich zur Iydro 
mechanik sagen läßt, wenn man auch von 
fast allem absieht, was sonst den Inhalt hydro 
pflegt 
ür den Verfasser ist Hydromechanik gleich 


dynamischer l.ehrbücher auszumachen 


bedeutend mit Untersuchung der Folgerungen 
Differentialgleichun gen 
lIüssıekeiten der Ansatz 


aus den HEKulerschen 
fur ınkompressible 
ftir zähe Flüssiokeiten sowie der Fall der Konı- 
pressibilitlät werden nur beiläufig gestreift 
Erscheinungen, die mit der Theorie in Wider 
spruch stehen oder sich bisher aus ıhr nicht 
haben ableiten lassen, werden in keiner Weise 


aber vsevenüber 


erwähnt. Das Kennzeichnende 
anderen theoretischen Darstellungen, e!wa der 
von Lamb oder W. Wien, ist, daß auch 
kaum irgendwelche spezielle Integrale der Be 
wevungsgleichungen zur Behandlung kommen 
\an würde also beispielsweise ein Wort über 
\bbildung auf 
llelmholtz- 
kırchhoffschen Methode vergebens suchen. 

Was ıst nun eigentlich der Inhalt der 500 
Seiten des Buches? Zunächst sind rund 100 
Seiten vorbereilenden Untersuchungen aus der 


die Anwendung der konlormen 


Strömungsprobleme nach der 


\nalvsis, der Veklor-Geomelrie und der Po 
tentialtheorie gewidmet, die als Einleitung in 
eine allgemeine Mechanik der Kontinua gelten 
könnten. Die Exaktheit aber und Vollsländis- 
keit der Darstellung und der Ausdrucksweis« 
in diesen wie den folgenden Kapiteln über 


trifft beı 


weitem das. was man in durch 
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schnittlichen Lehrbüchern selbst der reinen 
\lathematik zu finden pflegt. In keinem Augen- 
blick wird vergessen, zwischen einem Gebiet T, 
seinem Rand SS und dem Bereich T--S genau 
zu unterscheiden, und vor der Mösglichkeit, 
einmal eine sekrümmte Begrenzungs- 
lläche mit einer solchen zu verwechseln, die 
nur eine stelige und der »Hölderschen Be- 
vsenügende Normalen-Richtung besitzt, 
wird dem Leser ein wahrer Schauder einge- 
NoBt 

Nach einem kurzen Abschnitt über allse 
meine Mechanik behandelt der Verf. sehr aus- 
führlich die bekannten Beziehungen aus der 
Kinematik der Kontinua Besonderen Nach- 
druck legst er z.B. auf eine sorgfältige Durch- 
führung des Uebergangs zwischen den Euler 
Variablen Geschwindiekeit als Funk 
tion von Zeit und Ort) und den Lagrange- 
schen (Ort und Geschwindigkeit eines Teil- 
chens als Funktion der Zeit und des Teilchens' 
Der kinematischen Betrachtung der Fortpflan- 
zung von Unsteligkeiten ist ein eigenes Kapitel 
sewidmet. Dann erst, in der zweiten Hälfte 
des Buches selanst man zur Aufstellung der 
Bewegungsgleichungen auf Grund der Erfah 
rungstatsachen der Hydromechanik. Im achten 
Kapitel behandelt der Verf. Fragen der Hydro- 
statık und dringt hier eigenliich am  weite- 
sten zu konkreten Problemen vor, indem bei- 
spielsweise das Archimedische Prinzip aus den 
\nsätzen hergeleitet und 
elwas über die Gleichgewichtsfiguren 


stetig 


dıngung 


schen 


allgemeinen soJar 
rotie- 
render, der Schwere unterworfener Flüssiekei- 
len gesagt wird 

Die drei letzten Kapitel erst, die überschrie- 
Hamiltonsches Prinzip, Transforma 
lıon der Bewegungsgleichungen und Existenz- 
sätze enthalten Ausführungen über hydrodvna- 
nische Fragen im engeren Sinne Hier wird 


ben sind 


auch stellenweise die Voraussetzung der In- 
kompressibilität fallengelassen, so daß sich Ge- 
levenheit ergibt. die interessante Friedmann- 
sche! Erweiterung der Helmholtzschen 
Wirbeltheorie darzustellen. Etwas s'!örend wirkt 
dabei. daß der Verf. die langwierigsten Koor- 
ddinatenformeln der einfachen und übersicht- 
lichen Veklor-Schreibweise vorzieht. In dem 
X\bschnitt über Existenzsätze gsıbt er im wesent- 
lichen die Ergebnisse eigener Untersuchungen 
wieder, über die hier schon einmal vanz kurz 
berichtet wurde? Wenn auch kaum die 
"ragen Beantwortung finden, die der Hydro- 
mechaniker gern beantwortet sehen würde, ist 
doch die Kenntnis alles dessen, was die heutige 
\lathemaltik hier leisten kann. äußerst wichtig 
und es würde sich lohnen, diesen Ergebnissen 
einmal eine Darstellung zu geben. die von ent- 
behrlichen malhematischen Finessen frei Ist 

Wenn der Verf. gelegentlich 
für den 


Bemerkungen 
vorwiegend physikalisch interessierten 
l,eser« einstreut, so irrt er sich wohl in der 


!) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 102 


bis 107. 
?) Vergl. diese Zeitschr. Bd 7 (1927), S. 408 
bis 409, 
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Beurteilung seines Leeserkreises. Das Buch ist 
so geschrieben, daß es nur von e'nem in der 
Denkweise der modernen Analysis geschulten 
und mit allen Feinheiten der exaktesten Be 
zeichnungsweise wohl vertrauten Malthemaliker 
selesen werden kann. Dies ist gewiß kein 
Tadel: den) de Auffassung eines Gegenstan 
des, wenn sie nur in sich folgerichtig durch 
seführt ist, hat ihre Berechtigung und jedes 
Niveau der Darstellung, das sich aus der ein 
mal gestellten Aufgabe ergıbt, kann am Plalz 
sein. Nur in einem Punkte möchte der Re 
ferent etwas Einspruch erheben. Sooft von 
den mechanisch-physikalischen Grundlagen die 
Rede ist, betont der Verf. nicht ohne einen 
gewissen Stolz, daß er in diesen Dingen nicht 
über die Auffassung von Kirchhoff hinaus- 
voeht. Wenn dies auch bei der inhaltlichen Ab 
grenzung des Buches kaum praktische Folgen hat, 
so wird doch der Anschein erweckt. als würde 
hier ein Gegenstück zu den bekannten, recht 
unliebsamen Erscheinungen der technischen 1.ı 
teratur geschaffen, ın denen Auloren bei Be 
handlung der schwierigsten physikalischen und 
technischen Fragen sieh etwas darauf zugute tun 
mit veralteten und daher unzulänglichen matlıe- 
matischen Hilfsmitteln zu arbeiten. Jedenfalls 
liegt die Bedeulung des Liehtensteinschen 
Werkes, die wir gern anerkennen, nicht darin. 
daß es in der Mechanik beı 1870 stehenge 
blieben ist, sondern darin, daß es die Mathe 
matık von 1930 zur Geltung bring! 


Mıses 35 


HARRY SCHMIDT, Professor an der Ge- 
werbeschule Köthen, Privatdozent an der Uni- 
versität Leipzig, Aerodynamik des Flu 
ses. Eine Einführung in die mathematische 
Trasflächentheorie. Mit 81 Fig. Verlag Walter 
de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1929 
VI-+-2588. Preis geh. 15M. geb. 16.50M. 

Das schöne, in den letzten Jahren von ver 
schiedenen Forschern erschlossane Anwendungs 
‚sebiet der Theorie idealer Flüssigkeiten, das 
die Frasen der Auftriebs- und Widerstandsb« 
rechnung von Flugzeugtragflügseln umfaßt, hal 
schon verschiedene lehrbuchmäßige Darstellun 
sen gefunden. Hier liegt eine besonders eingd 
hende und sorgfältız durchgeführte vor. die 
nach Form und Inhalt sich ausgezeichnet als 
vinführendes Lehrbuch für Studierende emp- 
fiehlt. Es wird zunächst eine kurze und sach 
semäße Ableitung der Grundgleichungen der 
Hydromechanik und eine Zusammenstellung der 
wichtigsten funktionentheoretischen Hilfsmißtel 
vegeben. All dies ist so geschrieben, daß ein 
l,eser, der die allgemeinen malthemalischen 
Kinführungsvorlesungen vehört hat, gut folgen 
kann. Das vierte Kapitel des Buches gibt die 
allgemeine Theorie des Auftriebes unendlich 
breiter Tragflächen und das fünfte spezielle 
Ausführungen hierzu, alles in engem Anschluß 
an die Original-Literatur, aber unter sorgfäl- 
tiger Verarbeitung des Stoffes. Das sechste 
Kapitel bringt einiges aus der Lehre von der 
räumlichen Bewegung als Vorbereitung auf die 


Buchbesprechungen 517 


im letzten Kapitel behandelte Prandtlsche 
Berechnung des Auftriebs und Widerstands 
endlich auszedehnter Tragflüzgel Der sorgfäl- 
tigen Arbeit des Verf. ist der beste Erfolg zu 


“4 
»r 


wünschen \lises 


HERMANN OBERTH, Wege zur Raum- 
schiffahrt. Mit 4 Tafeln und 159Abb. 3. Auf 
lage von »Die Rakete zu den Planetenräumen 
Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
1929. XI I318S. Preis 20M 

Das Buch, das den Schöpfern eines bekann 
ten Sensations-Films vewidmet ist, verdient 
ernsthhafte Beachtung, wenn auch nicht alles 
was darin berechnel wird, ernsthafter Krı 
tik standhält Die mechanischen Grundlagen 
des Raketenproblems sind so einfach und 
durehsichtig, daß hierzu nicht viel neues ge- 
sagt werden kann. Jedenfalls ist die Einfüh- 
rung eines neuen recht unklaren Begriffs, des 

\ndrucks«, dessen der Verf. zur Darstellung 
der dynamischen Verhältnisse zu bedürfen 
meint, ganz überflüssig 

Die wirklichen Schwieriokeiten der Raum 
schiffahrt, d.h. des Aufsteigens ın weit von der 
rdoberfläche entfernte Räume. liegen auf tech 
nischem und. soweil auch an den Aufstieg von 
l.ebewesen gedacht wird, auf phystologischem 
(rebiet. Es ist sehr leicht zu sagen. daß man, 
um eine Landung dur-hzuführen. bloß Rück- 
stoß nach oben zu geben oder in irgendeiner 
Weise fallschirmarlige Wirkungen auszulösen 
braucht; auch einige hierfür maßgebende Grö 
Benbeziehungen lassen sich unschwer .berech- 
nen. Wer aber weiß. welche mühsame,. über 
Jahrzehnte sich hinstreckende Arbeit die klein- 
ste Verbesserung der Landungsmöglichkeiten 
der Fluszeuge erfordert, der kann solchen all 
semeinen Angaben überhaupt keine Bedeulung 
beimessen. Wenn erst einmal die allerprimi- 
tivsten technischen Vorfragen gelöst sind und 
kleine Modellraketen ein paar hundert Meter 
aufsteigen. dann wird ganz von selbst das 
phantastische Stadium der Entwicklung zu Ende 
sehen und alle Erörterungen über »Stalionen 
im Weltenraum« und über »Reisen auf fremde 
Weltkörper«, die einen erheblichen Teil auch 
des vorliegenden Buches füllen. werden für 
lange Zeil, wenn nicht für immer, versltum- 
men. Auch auf Flugzeugflügeln dachte man 
einmal, der Sonne nahekommen zu können, 
aber als man sieh im modernen Flugzeug in 
I00 m Ilöhe einigermaßen sicher fühlte, war 
jener Traum schon lange vorüber. Damit soll 
natürlich nicht gesagt sein. daß man nicht mit 
Hilfe des Raketenprinzips gewisse Aufstieglei- 
stungen wird erzielen können. die dem auf dem 
Drachenprinzip beruhenden Hlugzeug versag! 
sind. Und darum ist es ein nützliches Be- 
oinnen, daß durch Bücher wie das vorliegende 
die Aufmerksamkeit auf die Beschäftigung mil 
dem Raketenproblem gelenkt wird, wenn dies 
hier auch in einer Weise geschieht. die min- 
ddestens ebenso stark an das Sensationsbedürf- 
nis wje an den wissenschaftlichen Forschungs 
trieb appelliert Mises. 393 
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H. GLAUERT,' M. A. Fellow of ‚Trinity 
College Cambridge Die rundlasen der 
Tragflügel- und Luftschraubentheo- 
rie. Lebersetzt von Dipl.-Ing. IHM. Holl. Mit 
I1» Textabbildungen. Verlag Springer, Berli: 
1099, 202S Preis 12.75 M. seb. 13.75 M 

k,s ist zu begrüßen. daß jetzt auch eine deut 
sche Ausgabe des im Vorjahre hier ansezeisten 
Werkes, das eine gute Einführung in die Trag 
lächentheorie bildet. erschienen ist 


selzung schein! 


Die lL’eber- 
soweit die Durchsicht lehrt 
\] isses 


eınwandsfrei zu sem 


Preußische Staatsbibliothek. Handbiblio- 
Ihek des Großen L.esesaals \bteilung 7 \la- 
Ihematik und Naturwissenschaften 
Berlin Staatsbibliothek 1929 


Der schön ausgestattete Kalalos zeivt. daß 
die Auswahl der im Lesesaal der Staatsbiblio 
Ihek aufgestellten Bücher aus den uns inter- 
essierenden Gebielen von einer geschiekten und 
sııchverständigen Stelle aus geleitet wurde 


\lıses 


EMIL HATSCHEK, Fellow of the Institute 
ol Physies; Lektor der Kolloidehemie am Sir 
John CGass Technical Institute London Die 
Vıskosılät der Flüssiokeilen \ıt 88 
Fıveuren und 530 Tabellen im lext Verlag 
Iheodor Steinkopff, Dresden und leipzig 1929 
\1l 2253 Preis seh 13.>»0 \M. seb. I M 

Das inhaltsreiche Buch stellt in ausführlicher 
Weise alle erfahrungsmäßisen Kenntnisse über 
die Größe der Zähizckeilszahlen verschiedener 
llüssiokeilen zusammen. Die Theorie der Zähig- 
keitsbestimmung wird nicht sehr vollständig 
behandelt, doch sind die wichtigsten Apparate 
und Verfahren angegeben Den hauptsächlich 
sten Inhalt bilden die Mitteilungen über die Ab- 
hangıckeit der Zähigkeit von Temperatur und 
Druck und über die Verhältnisse bei Flüssig 
keilsvemischen, kolloidalen L.ösungsen usw. Es 
wire vielleicht erwünscht vewesen, in der 
ddeulschen Bearbeitung etwas mehr auf die in 
Deutschland üblichen Meßverfahren einzugehen. 
doch wird das Buch in jedem Fall allen an 
der IIyvdromechanik 
Dienste leisten 


Interessierten wertvolle 


\lıses 


Festschrift der Technischen Hochschule 
Stuttgart. Zur Vollendung ihres ersten Jahr- 
hunderis 1829-1929. Berlin 1929, Verlag von 
Julius Springer, 4758. Preis geb. 21 M 

\us Anlaß ıhrer Jahrhundertfeier läßt die 
ihrem Rektor, Prof 
(‚rammel redisierlen, schön ausgestatteten 


Hochschule einen von 


Band erscheinen, der zahlreiche wertvolle Auf- 
sätze,. darunter auch solche, die in unsern Auf 
sabenkreis fallen, enthält. Man muß es ja im 
allvemeinen bedauern, daß durch derartige, aus 
äußeren Anlässen entstandene Sammelwerke eine 
für den Interessenten sehr unbequeme Zer 
splitterung der Literatur eintritt. Die Erfüllung 
eines repräsentativen Zweckes kann man nur 
zum Teil als Entschuldigung gelten lassen. Von 
den für uns in Betracht kommenden Arbeiten 
seien genann! . Braun. Ueber die Stabiılı 
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tät der Schwingsunsen in einer Turbinenanlase 
mit offenen  \Werkleibungen : (1. 


l’eber elektrische 


Doetsch., 
Kabelschwingungen : R 
(‚rammel,. Ueber Schwungräder mit radıal 
\lehmke, Beiträge 
zum graphischen Rechnen mit komplexen Zah 
len: R. Woernle 


Drahtseilfrage 


beweelichen Massen: R 


Beitrag zur Klärung der 
\lises 


l’erner sind bei der Schriftleilung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 


bleibt vorbehalten 

Dr. JOHANN NIKURADSE, Tiflis, Georgien. 
Untersuchunsen über die Strömun- 
ven des Wassers in konverzgenlten und 
divergenten Kanälen. 28 Abb., 114 Zahlenta- 
feln. Forschungsarbeitlen auf dem Gebiete des 
Ingedieurwesens Hlerausgeseben vom V.D.I|I 
left 289. VDI-Verlag G.m.b.1H., Berlin 1929 
IS. Preis 6 M 

Professor Dr. MAX WOLFF, Zwangs- 
wirtschaftund Wohnungswesen. 1. bis 
15. Tausend. Widder-Verlag, Berlin 1929. 7258 
Preis 0.80 M 


Dr. phil. OÖ. TIETJENS, Mitarbeiter am 
lorschungsinstilut der Westinghouse  Klectrie 
et Manufacluring Co., Pittsbursh, Pa., U.S.A 
IIvdro- und Aeromechanik, nach Vor- 
lesungen von L. Prandtl. Mit einem Geleit- 
wort von Professor Dr. L. PRANDTL, Di- 
reklor des Kaiser-Wilhelm-Institutes für Strö 
mungsforschung in Gotlingen. Irster Band 
Gleichgewicht und reibungslose Be 
Wwegung. \lit 178 Textabbildungen. Verlag 
Springer, Berlin 1929. VIII 2388. Preis veh 
I>M. 

Prof. Dr. F. AUERBACH und Prof. Dr. 
W.HORT, Hanäbuch der physikalischen 
und technischen Mechanik. Bd. 1: Tech- 
nische und physikalische Mechanik starrer Sy 
steme. Erster Teil, Lieferung 3. Mit 100 Abb 
im Text. Verlag Joh. Ambr. Barth, Leipzig 
1929. 8.695 -—786. Preis brosch. 12.50 M. 

OTTO HAUPT, o. Professor der Mathematik 
an der Universität Erlangen Einführung 
ın die Algebra lrster Band. XV -+- 3678 
Preis br. 21M, geb. 26M. Zweiter Band 
Mit einem Anhang von W. Krull. 1 Figur 
XV-1-369 bis 6638. Preis br. 20M, geb. 21,50 M 

Band V von: Mathematik und ıhre Anwen 
dungen in Monographien und Lehrbüchern, 
herausgegeben von E. Hilb,. o. Professor an 
der Universität Würzburg. \kademische Ver- 
leipzig 1929. 

Dr.-Ine. K. HAJNAL-KONYI, Die Be- 
rechnung von kreisförmig begrenz- 
ten Pilzdecken bei zentralsymmetr! 
scher Belastung. Mit 26 Abb. im Text. Ver- 
lag Springer, Berlin 1929. VI--1338. Preis 
I2M 

D. THOMA, Dr.-Ing., o. Professor. Mit- 


teilungen des Hydraulischen Insti- 
tuts der Technischen Hochsthule 


lagsges., 


München. NHeft3 mit 233 Abb. Verlag Olden- 
bours. München und Berlin 1929:. 1638. Preis 
seh. 12M. 
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Ing. Dr. Techn. GÜNTHER OBERDORFER, 
Privatdozent der Techn. Hochschule in Wien 
Das Rechnen mitsymmetrischenkKom 
ponenten. Ein Lehrbuch für Elektroinge- 
nieure und Flektrotecehniker. Mit 40 Abb. im 
Text. Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und 
Berlin 1929. Sammlung Mathematisch-Physika 
lischer Lehrbücher. Bd.26. \V 745 Preis 
kart. 5M. 

Dr. LOTHAR SCHRUTKA, Eiler von 
Rechtenstamm. 0.0. Professor für Mathematik 
an der Technischen Hochschule in Wien 
Theorie und Praxis des losarılhmi 
schen Rechenschiebers. Zweite Auflage 
Photomechanischer Druck der ersten Auflage 
mit Nachträgen. Verlag Deulicke, Leipzig und 
Wien 1929. All 103 8 

Dr. J. HORN, o. Professor an der Techni- 
schen Hochschule Darmstadt. Partielle Dif 
ferenlialgleichungen. Zweite, umgearbei 
tele Auflage. Mit 8 Figuren. Göschens Lehr 
bücherei, 1. Gruppe, Bd. 14. Verlag Walter de 
Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1929. VII 

228S. Preis IM, geb. 12M. 

Prof. Dr. OTTO SPIESS, Leonhard Euler, 
ein Beitrag zur Geistesgeschichte des 18. Jahr 
hunderts. Verlag lHuber & Co., Frauenfeld 
leipzig 1929. 228. 

OSKAR ANDERSSON, Professor an der 
HHandelshochschule in Varna. Die Korrela- 
tionsrechnungin der Konjunkturlor- 
schung. Ein Beitrag zur Analyse von Zeil 
reihen, Veröffentlichungen der Frankfurter Gec- 
sellschaft für Konjunkturforschung, Heft 4 
Verlag Kurt Schroeder, Bonn 1929. 1418. SM 
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LUDWIG FÖPPL, o. Professor a. d. Techn. 


Hochschule München. Mechanik. 2.Teil: 


Technische Mechanik. Mit 117 Abb 


Handbuch d. Experimentalphysik. Her- 
ausgegeben von W. Wien und F. Harms 
Bd. 3. Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig 
10929 \ 1IS09 S. Preis veh IS50 M. zeb 
19,75 M. 


ADOLF HURWITZ, weil. ord. Prof. der 
Mathematik am Kidgenössischen Polytechnikum 
Zürich. Vorlesungen über allgemeine Funk- 
lionentheorie und elliptische Funktionen. Ier- 
ausgegeben und ergänzt durch einen Abschnitl 
über Geometrische Funktionentheorie 
von R. Courant, ord. Prof. der Mathematik 
an der Universität Göttingen. Dritte vermehrte 
und verbesserte Auflage Mit 152 Abb. Die 
Grundlehren der mathematischen Wissenschaf 
len in Einzeldarstellungen mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Anwendungsgebiete Band 
Ill. Verlag Springer, Berlin 1929. XII -- 53158 
Preis 33 M. geb. 534.80 M. 


Hofrat Ing. A MORPURGO, Graz. Die 


wiederholte Einzelausgleichung. Mit 
>» Figuren im Text und 4 Tabellenbeilagen. Als 
Manuskript gedruckt. Teubners techn. L.eit- 


laden Bd. 26 Verlag Teubner, Leipzig und 
Berlin 1950. 458. Kart. 30 M 


ALFRED MANES, Versicherungswesen. 
System der  Versicherungswirtschaft. Fünfte 
völlig veränderte und erweiterte Auflage in 
drei Bänden mit Einschluß der Sozialversiche 
rung, Erster Band: Allgemeine Versicherungs 
lehre. B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1930 
NH 136 S. Preis 28 M 


NACHRICHTEN 


Franz Reuleaux. In diesen Tagen wurde 
die hundertste Wiederkehr des Geburtstages von 
Kranz Reuleaux (30. September 1829) viel- 
fach festlich gefeiert. Reuleaux war em 
Schüler des Oesterreichers Redtenbacher., 
der sich in der Maschinenlehre an Tranzösi- 
sche Vorbilder angeschlossen und in manchen 
theoretischen Ansätzen selbständig versuch! 
hatte. Die sprunghaft rasche Entwicklung des 
deutschen Maschinenbaues in der zweiten Hälfte 
des 19. Jahrhunderts führte Reuleaux zu 
einer starken Vergröberung der Maschinenwis 
senschaft, die in seiner 1851H erschienenen 

Konstruktionslehre für den Maschinenbau 
und dem in vielen Auflagen veröffentlichten 

Konstrukteur« zum Ausdruck kam. Mit diesen 
Werken, die fast einem maschinentechnischen 
Rezeptbuch gleichen, und mit seiner sonsligen 
ausgebreilteten publizistischen Wirksamkeit be 
herrschte Reuleaux lange Zeit hindurch den 
deutschen Maschinenbau. Erst in den letzten 
Jahrzehnten des Jahrhunderts drangen die wis 
senschaftlich vertieften Methoden wieder durch, 
die sich in erster Linie auf die Ergebnisse der 
Festiskeitslehre stülzten und rasch der Periode 
des Reuleauxschen »Konstrukteurs« ein Ende 
machten. 

Gleichwohl wird der Name heuleaux in 


der Geschichte der Maschinenlehre unauslösch 
lich bleiben als der des Schöpfers einer durch 
aus originellen und in ihren Grundzügen voll 
kommenen Maschinen-Systemalik. Sein Lehr- 
buch der Kinemalik, dessen erster Band 
1875 erschien und kaum beachtel wurde, en! 
hält die auf dem Begriff des Elementenpaars 
aufgebaute Definition der kinematischen Kelte, 
des Mechanismus und der Maschine, mit denen 
es möglich wird, jede mechanische Einrichtung, 
soweit sie die Realisierung eines bestimmten 
Bewegungsablaufs erreichen soll, theoretisch 
zu erfassen. Man bezeichnet diesen von Reu- 
leaux geschaffenen Teil der Maschinen-Wis- 
senschaft heute zweckmäßig als Zwanglauf- 
lehre. Sie bedient sich der Ergebnisse der 
sonst als Kinemalik bezeichneten seometrischem 
Disziplin, der sie eine Fülle neuer Aufgaben 
voestellt hat, als ihres wichtigsten Hilfsmittels. 
Krst in der neuesten Zeit hat man erkannt, 
welche Bedeutung der Zwanglauflehre auch für 
die Praxis zukommt. Ihre volle Auswerlung 
wird jedoch die Reuleauxsche Schöpfung 
erst erfahren, wenn man sie in Zusammenhang 
mit der Kinetik der mechanischen Systeme, wie 
sie die Lagrangesche Mechanik in größter 
Allgemeinheit liefert, sebracht haben wird. 
\lıses 36 
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520 Nachrichten 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 
Ortsgruppe Berlin 
\m 22. November sprach im Institut für an 
ewandte Mathematik der Universität IIr 
P’rvdzt. Dr. |] Ollendorf-Berlin Ueber die 
Behandlung von elektrischen Schaltvorgängen 


I 


inıttels (ie Ileavisideschen Operatorenrech 


mung 

\m 20. Dezember werden die Herren Prof 
Dı \ korn-Berlin über Weiterführung der 
\ethode zur Lösung der Wellen 


Riemannschen 5 
sleichunsx und Prof. Dr. H. Reißner- Berlin 


uber »Schwingungen mit Hvsteresis: vorlragsı 


Praser \lıtvelıeder 

\m 14. November sprach Herr Dr. Fröh 
lıch-Prag über \bbildung der Punkte des 
dreidimensionalen Raumes auf monofocale Kı 
selschnitte der Ebene 

\m 12. Dezember hielt Ilerr Ing. F. Lind 
ner-Prag einen Vortrags über Beitrag zur 
\Widerstandstheorie strömender Flüssigkeiten 


Dritter Internationaler Kongreß für 
Technische Mechanik in Stockholm. In der 
Zeit vom 24. bis 29. Auzust 1950 wird in Stock- 
holm der dritte Internationale Mechanik-Kon- 
sreb stattfinden. veranstaltet von dem Inter 
homitee, das 1921 in Delft und 1926 


ın Zurich die beiden ersten Kongresse ins Werk 


nalıonalen 


vesetzt hal \on dem Organisationskomilee in 
Stockholm werden als bevorzugte Verhand 
lungsgesenstäande dıe folgenden angegeben 
I. Innerhalb der IIvdro und Aerodvna 
mik: Propellertheorie und Widerstands 
problem 
> Innerhalb der KElastizitäts- und Festig 


keitslehre: Stabilität dünnwandicser Kon 

struktionen. Bruchgrenze und  Plastizi 
tLatstheorie 

3 Innerhalb der allgemeinen lechanık 

Schwinzungen auf Schiffen und Fahr- 

zeugen sowie Raumakustik und damit 


verwandte Fragen 


\Voranmeldungen werden bis zum 1. März 
\pril an den Generalsekretär Professor Dr 
\\ eıbull. ol li hnische IHlochschule Stock 


Yolm erbeten 


1930 \nmeldungen zur Teilnahme bis zum 
1 


In Zusammenhang mit der Internationalen 
Industrieausstellung, die 19530 ın Lüttich stat! 
fi det wird ei (‚on{dres (le \ecanique Serie 
ralex angekündigt, der sich vorzugsweise mil 
ragen aus dem \laschinen und Lokompoliv- 
bau beschäftigen wird Die Veranstaltung die 
ses Kongresses steht in keinerlei Bezie 
hung zu dem Internationalen Komitee der 
Kongresse in Delft. Zurich und Stockholm 36 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Göttinger mathematisches Institut. Am 
2. Dezember wurde in Göttingen das mit 
Unterstützung von Rockefeller neu errich 
richtete mathematische Universitäls-Instilut ein. 
seweiht, das unter Leitung der Direktoren 
Courant, Herglotz, lWlilbert und Lan- 
lau steht. Damit hat das von Felix Klein 
seschaffene Institut für angewandte Mathema 
tik, das 1904-1921 von Runge geleitet wurde, 
endgültig zu bestehen aufgehört, nachdem schon 
beim Abgang Runges die Professur für ange 
wandte Mathematik als solche nicht mehr be 
selzt worden ist. Wenn auch in feierlichen 
Reden stels betont wird, daß man die Pflege 
der angewandten Mathematik nicht aus den 
\ugen verlieren will. liegt hier doch eine be- 
dauerliche rückläufige Entwicklung vor. 36 


„Technische Mechanik und Thermo- 
dynamik“. Dem letzten Heft war ein Rund- 
schreiben des VDI-Verlags beigelest. in dem das 
Irscheinen einer neuen Monatsschrift unter 
dem Titel ..Technische Mechanik und Thermo- 
dvnamik“ angekündigt wird. Der Herausgeber 
lest Wert darauf festzustellen, daß die Beı- 
levung ohne sein Vorwissen erfolgt ist und daß 
er mit der in dem Rundschreiben gegebenen 
\bsrenzung zwischen dem Aufgabenkreis der 
neuen Monalsschrift und dem der ..‚Zeitschrift 
für angewandte Mathematik und Mechanik‘ 


ıicht einverstanden ist 


Persönliches. Herr Prof. Dr. G. Made- 
lung von der Technischen Hochschule Char- 
lottenburg, Vorstandsmitglied der Deutschen 
Versuchsanstalt für Luftfahrt e.V., hat einen 
Ruf als 0. Professor für Flugwesen an die 
Technische Hochschule Stuttgart angenommen. 


Ilerr. Prof. Dr. K. Löwner von der Uni 
versität Köln hat einen Ruf als Professor der 
\athematik an die Deutsche Universität in Prag 
Nachfolge von Pick) erhalten. 


Herr Prof. Dr. K. W, Waxzner., Direktor des 
Instituts für Schwingungsforschung an der 
Technischen Hochschule Charlottenburg ist 
durch Verleihung der Heinrich-Hertz-Me- 
daille ausgezeichnet worden. 


Dem o. Professor der darstellenden Geometrie 
an der Technischen Hochschule Wien, Herrn 
Dr. Th. Schmid, wurde aus Anlaß seines 
Rücktritts vom Lehramt das Ehrenzeichen der 
Republik Oesterreich verliehen. 


Im 59. Lebensjahr verstarb in Hamburg Herr 
Dr. Max Oertz. der sich durch seine bekann- 
ten Bootskonstruktionen, durch das stark ver- 
breitete Oertz-Ruder, sowie durch wertvolle 
\rbeiten auf dem Gebiete der Strömungslehre 
verdient gemacht hal 36 


(Redaktionsschluß 12. Dezember 1929.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. von Mises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 


für den Anzeirenteil: Peter Valerius, Berlin 


NW40, — VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW 7. 


Druck von A.W, Schade, Berlin N 6). 
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Mit den Vorträgen der Prager Versammlung 


IN HA LT: 


HAUPTAUFSÄTZE: senussststusstuntototor 
ELIÄS, Die Wärmeübertragung einer geheizien Platte 
an strömende Luft » HUBER, Versuche zur Ermitt- 
lung der Vertikalspannungen beim Walzvorgang / 
SPANNHAKE und BARTH, Potentialströmung durch 
ruhende oder bewegte Schaufelgiiter mit Schaufeln. 
von beliebiger Form .” | 
Vorträge der Prager Versammlung der Gesellschaft 

für angewandte Mathematik und Mechanik | 2 


"KURZE AUSZÜGE KRSAHERHORRCHUNR 
‚Blastieliet und Festigken | 
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Instrumente für Mctalluntersuchungen 


Meßmikroskope — Ablesemikroskope 
Mikrophotographische Einrichtungen 
Projektionsapparate für Vortrags- und 
Unterrichtszwecke 
Neu: Projektions-Pfeli 


Auskünfte und Druok- 
schriften kostenfrei 
bei Angabe des Inter- 
ossierenden Apparates 


Große metaliographische Einrichtung 





Verzeichnis beredhneter Funktionentafeln 


I. Teil: Besselsche, Kugel- und elliptische Funktionen 
Ergänzungsheft der „Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik“ | 
Herausgegeben vom Institut für angewandte Mathematik an der Universität Berlin | 


Broschiert RM 3.50, für VDI-Mitglieder RM 3.15, für Bezieher der „Zeitschrift für angewandte I 
Mathematik and Mechanik" und Mitglieder der „Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik" 
sowie der „Deutschen Mathematischen Gesellschaft" RM 2.50. Gr. 8°, 30 Seiten / 1928. 


















i zahlreichen Berechnungen in. der Technik, 
namentlich auf dem Gebiste der Elektrizität, | 
Wärme und der Festigkeit, benötigt man Zahlen- 
werte, die sich in den meistverbreiteten Taschen- 
8 büchern, der „Hütte usw., nicht finden. Tafela 
verschiedener Funktionen. die im Laufe der Zeie aus mapnig- 
fachen Anlässen berechnet wurden, sind an zahlreichen Stellen | - 
des Schrifttums | a 





Zu besichen dureh jede Buchhandlung! ' 
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